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Vorwort zur dritten Auflage

An der Notwendigkeit, Mathematik nicht nur theoretisch zu verstehen, son-
dern auch praktisch zu iiben, hat sich nichts gedndert. Auch in der dritten
Auflage dieses Ubungsbuchs méchte ich Thnen die Gelegenheit geben, einerseits
selbst Aufgaben zu rechnen, andererseits aber bei Schwierigkeiten genau erklirte
Losungswege zur Verfligung zu haben und damit Ihre Probleme zu l6sen. Beim
Rechnen und beim Studieren der Lésungen wiinsche ich Thnen viel Erfolg und
hoffentlich auch ein wenig Vergniigen.

Januar 2007 Thomas Rieflinger



Vorwort zur 1. und 2. Auflage

Vielleicht kennen Sie die Situation. Sie haben ein Lehrbuch iiber Mathematik
gelesen oder eine Vorlesung iiber Mathematik gehort, glauben nun, die Sache im
Groflen und Ganzen verstanden zu haben, und wollen zur Ubung die eine oder
andere Beispielaufgabe rechnen. Kaum haben Sie aber fréhlich mit dem Rechnen
angefangen, stellen Sie fest, daf} Sie nicht so recht wissen, wie es nun weitergehen
soll. Oder - was fast noch unangenehmer ist — Sie rechnen tatséchlich ein Er-
gebnis aus und vergleichen es mit der angegebenen Losung, doch leider kénnen
Sie sich mit Threm Dozenten oder dem Autor Thres Lehrbuchs nicht auf ei-
nen gemeinsamen Wert einigen. Das ist besonders unangenehm, wenn in einem
Buch zwar die Aufgabenstellung ausfiihrlich beschrieben ist, aber im Losungsteil
dann kurz und schmerzlos so etwas wie ,,x = 17 als Losung mitgeteilt wird, so
dafl man sich verzweifelt fragt, wie um alles in der Welt der Autor wohl darauf
gekommen sein mag.

Dummerweise kann man es in einem Lehrbuch kaum anders machen. Wenn
Sie sich einmal ein sechshundert Seiten dickes Buch vorstellen, zu dem noch
zwei- oder dreihundert Seiten Losungsteil dazukommen, dann sollten Sie sich
an das Telefonbuch von New York oder einen Aktenordner mit Steuergesetzen
erinnert fithlen, und wer will so etwas schon lesen? Der Umfang eines Lehrbuchs
sollte in einem verniinftigen Rahmen bleiben, damit man es auch wirklich pro-
blemlos handhaben kann. Nun habe ich aber vor einiger Zeit ein Lehrbuch mit
dem Titel ,Mathematik fiir Ingenieure herausgebracht, das an dem gleichen
Problem leidet: natiirlich gibt es darin Ubungsaufgaben, aber im L&sungsteil
muf sich der geplagte Leser mit den puren Ergebnissen zufrieden geben, ohne
Angabe des Losungsweges. Und selbst wenn ich von meinem eigenen Lehrbuch
absehe, schien es mir auf jeden Fall sinnvoll zu sein, dafl man eine Sammlung
von Aufgaben zur Verfiigung hat, deren Losungswege detailliert und in aller
Ausfiihrlichkeit durchgerechnet werden, so dafl Sie genau verfolgen kdnnen, wie
man an bestimmte Aufgabentypen herangeht. Eine solche Aufgabensammlung
haben Sie mit diesem Buch in der Hand. Ich habe hier jede Aufgabe aus meinem
Lehrbuch durchgerechnet und die Rechenwege mit ausfiihrlichen Erkldrungen
versehen, denn oft genug steht man vor einer Formel und wiifite nur zu gern,
wo sie wohl herkommen mag. Dafl die Aufgaben aus meinem eigenen Lehrbuch
stammen, heif3t aber nicht, dafl Sie erst das Lehrbuch lesen miissen, um mit der
Aufgabensammlung etwas anfangen zu konnen: es geht hier nicht nur um das
Durchrechnen von Lésungen, sondern ich habe mich bemiiht, auch die prinzipi-
ellen Methoden, die bei den Aufgaben angewendet werden, an Hand der Beispiele
zu erkldren - natiirlich nicht so umfassend wie in einem Lehrbuch, sonst waren
wir ndmlich wieder beim New Yorker Telefonbuch angelangt. Deshalb finden Sie



VIII Vorwort zur 1. und 2. Auflage

auch in den ersten neun Kapiteln jeweils einige Aufgaben, die nicht im Lehrbuch
stehen und vielleicht etwas schwieriger sind als die Aufgaben des Lehrbuchs.

Sie finden also im folgenden 155 Ubungsaufgaben aus den verschiedensten
Bereichen der Mathematik, deren Losungen vorgerechnet und erkldrt werden.
Um unnétiges Blattern zu vermeiden, habe ich die Losung jeder Aufgabe di-
rekt im Anschlufl an die Aufgabe aufgeschrieben und keine Unterteilung in ei-
nen Aufgabenteil und einen Losungsteil vorgenommen. Trotzdem empfehle ich
natiirlich, dafl Sie die Aufgaben zuerst einmal selbst angehen und erst dann, so-
bald Sie erfolgreich oder auch weniger erfolgreich gerechnet haben, die Losungen
durchlesen.

Und damit genug der Ansprache; wir fangen an.

Frankfurt im Friihjahr 2004 Thomas Rieflinger
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1 Mengen und Zahlenarten

1.1  Es seien
A={xeR|x <0}, B={xeRjx > 1}
und
C={xeR0<x<1}.

Bestimmen Sie AN B, AUBUC, A\C und B\C.

Losung In Worte gefafit, ist A die Menge aller reellen Zahlen, die kleiner oder
gleich Null sind, also die Menge aller negativen Zahlen, erweitert um die Null. B
ist die Menge der reellen Zahlen, die gréf3er als 1 sind, das heifit B enthilt die 1
selbst nicht als Element, sondern nur die reellen Zahlen, die iiber der 1 liegen.
Schliefllich ist C die Menge aller reellen Zahlen, die zwar grofier oder gleich Null
sind, aber echt kleiner als 1. Die Menge C enthilt also die Null und dazu alle
reellen Zahlen, die grofler als Null und gleichzeitig kleiner als 1 sind.

Die Mengenoperationen kann ich nun am besten ausfiihren, indem ich mich
erst einmal ganz formal nach den Definitionen von Durchschnitt, Vereinigung
und Differenz richte. Damit wird:

ANB={xeR|x€AundxeB}l={xeR|x<0und x> 1}.

Der Durchschnitt von A und B enthilt also alle reellen Zahlen, die sowohl kleiner
oder gleich Null als auch grofler als 1 sind. Das kommt aber einigermafien
selten vor, denn eine Zahl, die echt grofler als 1 ist, wird es nicht fertigbringen,
gleichzeitig auch noch kleiner oder gleich Null zu sein. Daher ist:

{xeR|x<Ound x> 1} =4.
Insgesamt ergibt sich also:
ANB={xeR|x€eAundxeBl={xeR|x<0und x > 1} = 0.

Auf die gleiche Art kann ich alle anderen geforderten Verkniipfungen an-
gehen. Mit AU B U C ist die Vereinigung der drei gegebenen Mengen gemeint,
also:

AUBUC = {x € R | x € A oder x € B oder x € C}
={xeR|x<0oderx>1oder0<x<1}.
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In dieser Vereinigungsmenge sind also alle reellen Zahlen versammelt, die minde-
stens eines der drei Kriterien erfiillen. Sie enthilt also auf jeden Fall alle Zahlen,
die kleiner oder gleich Null sind, also die negativen Zahlen und die Null. Sie
enthdlt aber auch alle reellen Zahlen, die grofler als 1 sind, also alle reellen Zah-
len oberhalb der 1. Damit konnten bestenfalls die positiven Zahlen bis aufwirts
zur 1 der Vereinigungsmenge entgehen, aber auch die werden fast vollstindig
von ihr erwischt, denn AUBUC enthalt natiirlich zusatzlich noch die Zahlen, die
gleichzeitg grofler oder gleich Null und kleiner als 1 sind. Als letzte Liicke bleibt
daher nur noch die Zahl 1, die weder in A noch in B noch in C als Element
enthalten ist. Somit ergibt sich insgesamt:

AUBUC = {xeR | x € A oder x € B oder x € C}
={xeR|x<0oderx>1oder0<x<1}

= R\{1}.

Auch die Berechnung der beiden Differenzen erfolgt nach dem gleichen Schema.
Zunichst ist

AC={xeR|xeAundx¢C}l={xeR | x<0und nicht 0 <x < 1}.

Das ist auf den ersten Blick eine etwas ungewohnliche Schreibweise, denn fiir
das zweite Kriterium der Menge A\C habe ich angegeben, welche Bedingung
die Elemente nicht erfiillen diirfen: sie diirfen auf keinen Fall gleichzeitig grofier
oder gleich Null und kleiner als 1 sein. Das kann man aber leicht in eine positive
Beschreibung umsetzen, denn offenbar gilt genau dann nicht 0 < x < 1, wenn
x < 0 oder x > 1 gilt. Daher ist

{xeR|x<Oundnicht 0 <x <1}={xeR|x<0und: x <0 oder x > 1}.

Die Zahlen in A\C miissen also einerseits kleiner oder gleich Null sein und ande-
rerseits kleiner als Null oder aber gréfer oder gleich 1 sein. Das vereinfacht die
Sachlage, denn eine Zahl, die kleiner oder gleich Null ist, kann nicht gleichzeitig
grofler oder gleich 1 sein. Damit wird:

{xeR|x<Ound:x <Ooderx>1} = {x€e R | x <0 und x < 0}

= {x e R |x < 0},

denn jede reelle Zahl, die kleiner als Null ist, muf8 natiirlich auch kleiner oder
gleich Null sein. Insgesamt habe ich also erhalten:
AC={xeR|xeAundx¢C} = {xeR | x <0 und nicht 0 < x < 1}
{xeR|x<0und: x <0 oder x > 1}
{xeR|x<0und x < 0}
= {xeR |x < 0}.
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Die zweite Differenz lautet B\C und ist besonders einfach zu bestimmen, weil
ich hier eigentlich gar nichts tun mufl. Laut Definition gilt:

B\C={xeR|xeBundx¢ C}={xeR|x>1und nicht 0 <x < 1}.

Das ist ausgesprochen praktisch, denn keine reelle Zahl, die echt gréfier als 1
ist, erfiillt gleichzeitig die Bedingung 0 < x < 1. Ich brauche also aus der Menge
B iiberhaupt kein Element zu entfernen, weil sie kein Element mit C gemeinsam
hat. Daraus folgt:

B\C={xeR|xeBundx ¢ C} {xeR|x>1undnicht 0 <x < 1}

= B.

1.2 Es seien A und B Mengen. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke:
i ANA;

(i) AUD;

(iil) AN (AUB) ;

(iv) AN(B\A) .

Losung

(i) Wenn man nichts iiber die zugrundeliegenden Mengen weif3, auer dafi es
eben Mengen sind, dann bleibt einem nichts anderes {ibrig, als sich streng an
die Definitionen der entsprechenden Operationen zu halten und zu hoffen,
dafd sich dadurch irgendetwas vereinfachen wird. In diesem Fall ist das nicht
weiter schwierig. Es gilt:

ANA={x|x€AundxecA}={x|x€ A} =A4,

denn daf ein Element gleichzeitig in A und auch noch in A ist, kann nur
bedeuten, daf3 es ganz schlicht Element der Menge A ist. Das stimmt auch
mit dem Alltagsverstand {iberein: wenn man eine Menge mit sich selbst
schneidet, dann bleibt die Menge so wie sie war.

(ii) Auch hier entstehen keine nennenswerte Probleme. Die leere Menge ist die
Menge, die keinerlei Elemente enthilt, und fiir die Vereinigung mit A be-
deutet das:

AUP={x|xcAoderxef}={x]|xe A} =A4,

denn in der leeren Menge gibt es nun einmal keine Elemente, und daher
ist die Bedingung x € A oder x € { gleichbedeutend mit der einfacheren
Bedingung x € A.

(iii) Hier wird es schon ein wenig schwieriger, weil der vielleicht aufkommende
erste Gedanke bei dieser Aufgabe in die Irre fithrt. Sie konnten ndmlich
auf die Idee kommen, dafl der Ausdruck A N (A U B) ein ausgezeichne-
tes Beispiel fiir eine Anwendung des Distributivgesetzes ist, das beschreibt,
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wie man auch bei Mengenoperationen Klammern ,,ausmultiplizieren kann.
Allgemein lautet es fiir drei beliebige Mengen K, M und N:

KNMUN)=(KNM)U(KNN).

Das pafit gut zu unserer Situation: offenbar muf§ ich nur K = A, M = A
und N = B setzen und kann dann sofort loslegen. Das ergibt:

AN(AUB) = (ANA)U(ANB) = AU (ANB),

denn A N A hatte ich schon in (i) berechnet. Nun sieht der neue Ausdruck
zwar sicher etwas anders aus als der alte, aber wohl nicht sehr viel besser
oder gar einfacher, und es soll ja um eine Vereinfachung der Ausdriicke
gehen. Vielleicht kann aber das Distributivgesetz noch einmal helfen, denn
es gibt ja nicht nur ein Distributivgesetz, sondern zwei, und méglicherweise
niitzt das folgende Gesetz etwas:

KUMNN) = (KUM)N(KUN).
Fiir meinen Fall bedeutet das:
AU(ANB) = (AUA)N(AUB) = AN (AUB),

denn man kann sich schnell iiberlegen, dafl A U A = A gilt. Wie Sie fest-
stellen werden, waren meine bisherigen Bemiithungen nicht sehr erfolgreich,
genau genommen habe ich mich nur einmal im Kreis gedreht und damit
meinen Ausgangspunkt wieder erreicht. Sie kénnen daran sehen, daf die
sture Anwendung der Rechenregeln nicht immer weiterhilft, wenn man ein
konkretes Problem zu 16sen hat.

In diesem Fall hilft wieder nur die Besinnung auf die Definitionen der Men-
genoperationen. Es gilt:

AN(AUB)={x| x€ Aund x € AU B}.

Wir haben es hier also mit den Elementen zu tun, die gleichzeitig in A und
in AU B liegen. Wenn man aber gleichzeitig in A und in A U B liegt, muf3
man auf jeden Fall in A liegen. Liegt aber ein Element in der Menge A, dann
liegt es natiirlich auch in AU B und damit auch in AN (AU B). Deshalb ist

AN(AUB) = A.

Sie konnen sich diese Formel aber auch durch einen Blick auf Abbildung 1.1
veranschaulichen: wenn sie erst A mit B vereinigen, ergibt sich natiirlich die
Vereinigung der beiden Ovale. Und wenn Sie diese Vereinigung dann wieder
mit A schneiden, dann bleibt genau A selbst iibrig.
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Bild 1.1. AN(AUB) = A

(iv) Die Bestimmung von A N (B\A) ist recht einfach, weil am Ende ziemlich
wenig iibrigbleibt. Laut Definition gilt:

AN(B\A) ={x | x € Aund x € B\A}.

Nun kann aber ein Element schwerlich gleichzeitig in A und auch noch in
B\ A sein, denn in B\A finden sich genau die Elemente, die zwar in B, aber
nicht in A liegen. Daher ist die Schnittmenge von A und B\A leer, und das
heifit:

AN(B\A) ={x | x€ Aund x € B\A} = 0.

1.3 Veranschaulichen Sie das Distributivgesetz

AUBNC)=(AUB)N(AUCQ).

Losung Eine Regel fiir den Umgang mit Mengen kann man am besten
veranschaulichen, indem man die Mengen als Diagramme aufzeichnet, und am
einfachsten sind dabei Kreise oder Ovale auf dem Papier. In Abbildung 1.2 se-
hen Sie auf der linken Seite drei Ovale, die die Mengen A, B und C darstellen
sollen. Sie sind so gezeichnet, dafi jede Menge jede andere Menge schneidet und
aulerdem ein Bereich existiert, den alle drei Mengen gemeinsam haben. Nun

A A

C C

Bild 1.2. AU(BNC) = (AUB)N (AU C)



6 Mengen und Zahlenarten

mufd ich BN C in dieser Graphik markieren, aber BN C besteht aus genau den
Elementen, die gleichzeitig in B und in C sind, und in dieser Graphik sind das
die hellgrau unterlegten Bereiche. Da ich auf der linken Seite der Formel die
Menge B N C noch mit A vereinigen muf3, habe ich dann die Teile von A dun-
kelgrau unterlegt, die mir bisher gefehlt haben, so dafl also insgesamt die grau
unterlegten Teile der linken Graphik genau die Menge A U (BN C) darstellen.

Mit der rechten Seite der Gleichung gehe ich in der rechten Graphik genauso
um. Zunéchst habe ich AU B grau unterlegt und damit in der Graphik die Verei-
nigung der beiden oberen Ovale hervorgehoben. Anschlieend mufite ich AU C
markieren, und da AUC gerade aus der Vereinigung des linken oberen Ovals und
des unteren Ovals besteht, habe ich beide durch senkrechte Linien gekennzeich-
net. Der Durchschnitt von AU B und von AU C besteht nun aus den Bereichen,
die in beiden Mengen gleichzeitig enthalten sind, also aus den Bereichen, die
gleichzeitig grau unterlegt und auch noch senkrecht liniert sind. Vergleicht man
nun die Ergebnismengen in beiden Graphiken, so stellt man fest, dafl es sich
beide Male um die gleiche Menge handelt. Also gilt das Distributivgesetz

AUBNC)=(AUB)N(AUC).

1.4  Veranschaulichen Sie die Formel

A\(BUC) = (A\B) N (A\C).

Losung Ich gehe hier wieder so vor wie in der Veranschaulichung des Distri-
butivgesetzes aus Aufgabe 1.3: in der linken Seite des Mengendiagramms trage
ich durch farbige Hervorhebungen die linke Seite der Gleichung ein, und in
der rechten Seite des Diagramms entsprechend die rechte Seite der Gleichung.
Nun besteht aber BU C genau aus der Vereinigung des rechten oberen und des
unteren Ovals, und beide sind in der linken Graphik in Abbildung 1.3 farblos
geblieben. Geht man aber zu A\(BU C) iiber, so mufl man aus der Menge A alle
Elemente entfernen, die in der Menge B U C liegen. In der Graphik heif3t das:

C C

Bild 1.3. A\(BU C) = (A\B) N (4\C)
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Aus dem A darstellenden Oval muff ich alle Punkte herausnehmen, die zu einem
der anderen beiden Ovale gehdren, und dann bleibt die grau unterlegte Menge
der linken Graphik iibrig.

Um auch die rechte Seite graphisch darzustellen, habe ich in der rechten
Graphik die Menge A\B mit hellgrau und schwarz gekennzeichnet. Dagegen
habe ich A\C mit den Farben hellgrau und dunkelgrau markiert. Sie sehen, dafl
der Bereich der gemeinsamen Elemente von A\B und A\C genau dem hellgrau
unterlegten Teil des Ovals A entspricht, und daher symbolisiert dieser Teil die
Menge (A\B)N(A\C). Auf beiden Seiten der Graphik werden die entsprechenden
Seiten der Gleichung also durch die hellgrau unterlegten Bereiche dargestellt. Da
diese Bereiche in beiden Graphiken gleich sind, gilt die Formel

A\(BUC) = (A\B) N (A\C).

1.5 Berechnen Sie:
N4 8,
» 5+35
(i) -3
(ili) 15 + 255
Losung Bei dieser Aufgabe handelt es sich um sehr einfache Ubungen zur
Bruchrechnung, die allerdings oft auf dem Weg von der Mittelstufe der Schule
zur Hochschule irgendwo unterwegs in Vergessenheit gerdt und verloren geht.
Daher kann es nicht schaden, die grundlegenden Methoden noch einmal aufzufri-
schen.
@

4 8 12 40 52

5Ty BT
Man addiert zwei Briiche, indem man sie auf den Hauptnenner bringt und
anschlieffend die Zdhler der beiden gleichnamig gemachten Briiche addiert.
In diesem Fall habe ich die Nenner 9 und 15, was viele fleilige Rechner zu
der Annahme verleitet, der Hauptnenner sei 9 - 15 = 135. Dieser Nenner
ist zwar moglich, aber unnétig grofl. Man mufl zum Aufsuchen des Haupt-
nenners nicht riicksichtslos die beiden gegebenen Nenner multiplizieren,
sondern kann sich auf das sogenannte kleinste gemeinsame Vielfache der
beiden Nenner beschrdnken. Dieses kleinste gemeinsame Vielfache ist hier
45, denn erstens ist 45 sowohl Vielfaches von 9 als auch von 15, und zweitens
gibt es keine kleinere Zahl, die ein Vielfaches von 9 und von 15 ist. Daher
mufl ich den ersten Bruch mit 3 und den zweiten Bruch mit 5 erweitern,
um in beiden Fillen den Nenner 45 zu erhalten. Daf} ich anschlieflend nur
noch die beiden neuen Zahler addiert habe, muf ich kaum noch erwahnen.
(i)
3 1 6 17 11

17 2 34 34 34’
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Hierzu ist fast nichts zu sagen. Als Hauptnenner kann man zwar immer das
kleinste gemeinsame Vielfache verwenden, aber das hilft Thnen nicht viel,
wenn beispielsweise beide Zahlen Primzahlen sind und das kleinste gemein-
same Vielfache schlicht dem Produkt der Nenner entspricht. Sie miissen also
beide Nenner miteinander multiplizieren und erhalten daraus den Haupt-
nenner 34. Deshalb wird der erste Bruch mit 2 und der zweite mit 17 er-
weitert, was schliefllich zu dem angegebenen Resultat fiihrt.

(iii)

1 n I a—> n a+b _a—b+a+b
a+b a—-b (a+ba—-b (a+ba—b (a+b)a—0>)
2a
T @+ba-b

Da die beiden Nenner a + b und a — b keine Faktoren gemeinsam haben,
bleibt mir auch hier fiir den Hauptnenner keine andere Wahl als das Produkt
der einzelnen Nenner. Daher lautet der Hauptnenner (a + b)(a — b), und
ich mufl den ersten Bruch mit a — b erweitern, wahrend der zweite Bruch
mit a + b erweitert wird.

1.6  Zeigen Sie, daf8 +/3 eine irrationale Zahl ist.

Losung Ich fithre einen Widerspruchsbeweis, indem ich fiir den Moment an-
nehme, daf} +/3 doch eine rationale Zahl ist, und nachweise, daf} das zu einem
Widerspruch fiihrt. Einfacher gesagt: ich nehme versuchsweise das Gegenteil von
dem an, was ich eigentlich zeigen will, schliefle dann, daf} aus dieser Annahme
nur Unsinn folgt, und kann daraus die Folgerung ziehen, daf§ die Annahme nicht
stimmen kann. Bei dieser Aufgabe wird aus der Annahme, daf} /3 eine ratio-
nale Zahl ist, eine unsinnige Folgerung entstehen, und deshalb kann +/3 nicht
rational sein.

Angenommen, es gibt eine rationale Zahl %, so da /3 = % gilt. Dann kann
man den Bruch so lange kiirzen, bis es nicht mehr geht, und das heift: bis p
und gq keine gemeinsamen Teiler mehr haben. Ich kann also davon ausgehen,
daf3 der Bruch bis zum bitteren Ende gekiirzt wurde und Zéhler und Nenner
keine gemeinsamen Teiler besitzen.

Im folgenden schreibe ich zuerst die Folgerungskette auf und erkldre an-
schlieffend die einzelnen Schritte.

Vi=P o 5= p—Z
q q

p'=3q"

p* ist durch 3 teilbar

p ist durch 3 teilbar

es gibt ein n € N, so daf} p = 3n gilt

9n? = p? = 3¢

3 = g

S 2
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= ¢° ist durch 3 teilbar
= q ist durch 3 teilbar : Widerspruch!

Wenn man schon annimmt, daff /3 eine rationale Zahl £ ist, dann darf
man auch sein Wissen dariiber ausnutzen, was es heifdt, die Wurzel aus 3 zu
sein: sobald ich sie quadriere, muf natiirlich 3 herauskommen. Deshalb ist 3 =
Z—;. Nun ist es aber immer besser, sich nicht mit Briichen plagen zu miissen,

und um den Bruch kann ich hier leicht herum kommen, indem ich mit q2
durchmultipliziere und die Gleichung p* = 3¢* erhalte. Die natiirliche Zahl p?
ist also das Dreifache der natiirlichen Zahl g> und muf somit durch 3 teilbar sein.
Das ist schon besser als nichts, aber eigentlich geht es ja um +/3, und daher bin
ich eher an p selbst interessiert als an p?. Wenn allerdings p? durch 3 teilbar ist,
dann ist auch p selbst durch 3 teilbar - aber das ist ein etwas heikler Punkt, den
man nicht so ohne Weiteres einsieht und der eine genauere Erklirung verdient.

Fiir p gibt es drei Moglichkeiten. Es kann gelten: p = 3nmitn € N, p = 3n+1
mit n € N oder p = 3n+2 mit n € N. Der nichste Fall wire p = 3n+3 = 3(n+1),
also wiére wieder p das Dreifache einer natiirlichen Zahl und man ist zum ersten
Fall zuriickgekehrt. Fiir p = 3n+ 1 ist p> = 3n+ 1)> = 9n> + 6n+ 1, also kann
p? infolge des letzten Summanden 1 nicht durch 3 teilbar sein. Fiir p = 3n + 2
ist p> = (3n+2)> = 9n? + 12n + 4, also kann p? infolge des letzten Summanden
4 nicht durch 3 teilbar sein. Daher bleibt nur p = 3n, also ist auch p durch 3
teilbar.

Da ich nun weif3, dal p durch 3 teilbar ist, kann ich es als p = 3n mit einer
natiirlichen Zahl n schreiben. Erneutes Quadrieren liefert dann p*> = (3n)? = 9n?.
Ich hatte aber vorher schon eine andere Gleichung fiir p?, nimlich p? = 34
Daher mufl 9n® = 3¢ bzw. 3n> = ¢ gelten. So eine Situation hatten wir gerade
eben: ¢* hat sich als durch 3 teilbar herausgestellt, also kann auch g selbst nicht
zuriickstehen und muf} auch durch 3 teilbar sein.

Jetzt haben wir den Widerspruch gefunden, den wir brauchen. Ich hatte oben
herausbekommen, daf3 p durch 3 teilbar ist. Jetzt stellt sich heraus, daf3 auch
q durch 3 teilbar ist. Und ganz oben hatte ich festgestellt, daf} p und q keine
gemeinsamen Faktoren mehr enthalten. Ich habe also zwei Zahlen p und g,
die einerseits absolut nichts mehr haben, was man gegenseitig aus ihnen her-
auskiirzen kénnte, und andererseits doch noch den Faktor 3 haben, der auf das
Kiirzen geradezu wartet. Kurz gesagt: ich habe einen Widerspruch produziert.
Meine Annahme, /3 sei rational, fithrt zu widerspriichlichen und unsinnigen
Aussagen, und deshalb kann sie nicht richtig gewesen sein. Daraus folgt: /3 ist
keine rationale Zahl.

1.7 Es seien M eine Menge und A, B, C Teilmengen von M. Stellen Sie fest,
ob die folgenden Gleichungen richtig sind.

(i) (AAB)NC=(ANC)\B;
(i) A\B= AN (A\B);
(i) A = (A\B) U B;
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(iv) AUB = (A\B) U (B\A) U (AN B).

Losung Die Mengen, mit denen wir es hier zu tun haben, sind abstrakte Men-
gen, liber deren Elemente ich nichts weif3, und deshalb kann ich die Gleichungen
nur testen, indem ich auch ganz allgemein mit den Mengenoperationen hantiere.
Die Idee besteht dabei darin, mit Hilfe der Regeln fiir die Mengenoperationen
zu versuchen, die linke Seite in die rechte Seite iiberzufiihren, oder beide Seiten
so lange umzuformen, bis auf beiden Seiten identische Ausdriicke stehen. Falls
das gelingt, sind die beiden Seiten gleich und die Gleichung ist giiltig. Geht es
aber schief, dann mufl man nach Griinden dafiir suchen, warum die Gleichung
nicht stimmt.
(i) Um die Gleichung (A\B) N C = (AN C)\B zu behandeln, muf} ich zunéchst
noch eine kleine Tatsache besprechen, die das Rechnen deutlich einfacher
macht. Es gilt ndmlich fiir beliebige Mengen A und B:

A\B=ANB,

wobei man unter B das Komplement von B versteht, also B = M\B. Der
Grund ist einfach einzusehen. In A\B findet man alle Elemente von A, die
nicht in B sind. Anders gesagt: A\B besteht aus den Elementen, die gleich-
zeitig in A und in M\B liegen, denn alles, was nicht in B liegt, muf3 sich in
M\B authalten. Und daraus folgt:

A\B=AN(M\B) = ANB,
denn es gilt immer B = M\B. Jetzt aber an die Arbeit. Es gilt:
(AAB)NC=(ANB)NC,

denn dariiber habe ich gerade gesprochen. Da jetzt nur noch die Schnitto-
peration vorkommt, kann man die Klammern auch weglassen und erhilt:

(ANB)NC=ANBNC.

Auf der rechten Seite der gegebenen Gleichung steht aber C direkt nach A,
und das kann ich auch hier herstellen, da man die Reihenfolge des Schnei-
dens beliebig variieren kann. Damit folgt:

ANBNC=ANCNB=(ANC)NB,

denn offenbar kénnen die Klammern nicht schaden. Und wie wir uns gerade
iiberlegt hatten, gilt:

(ANC)NB=(ANC)\B,

so daf} sich jetzt endlich die Gleichung als richtig herausstellt. Etwas kiirzer
gefafit lautet der Nachweis:

(AAB)NC=(ANB)NC=ANBNC=ANCNB=(ANQC)\B.
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Bei der Gleichung A\B = AN(A\B) sind nur zwei Mengen beteiligt, und das
macht sie etwas iibersichtlicher. Wie schon in (i) erwihnt, gilt A\B = ANB,
und mehr 1d8t sich mit der linken Seite der Gleichung nicht anstellen. Auf
der rechten Seite gilt:

AN(A\B)=AN(ANB)=ANANB,

denn sobald nur noch eine Operation im Spiel ist, kann man die Klammern
weglassen. Wegen A N A = A folgt ergibt das:

ANANB=ANB

und damit genau das Ergebnis der linken Seite der Gleichung. Da beide
Seiten somit gleich sind, ist die Gleichung giiltig.

(iii) Auch die Gleichung A = (A\B) UB sieht recht gut aus: wenn man aus A erst

(iv)

B herausnimmt und dann anschlieflend mit Hilfe der Vereinigung B wieder
dazugibt, dann sollte doch wohl wieder A herauskommen. Aber hier triigt
der Schein. Da ich auf der linken Seite nichts Nennenswertes manipulieren
kann, forme ich die rechte Seite auf die gewohnte Weise um und schreibe:

(A\B)UB = (ANB)UB.

Jetzt hilft mir das Distributivgesetz weiter, das beschreibt, wie man auch
bei den Mengenoperationen Klammern ,ausmultiplizieren“ kann. Es gilt
namlich:

(ANB)UB=(AUB)N (BUB).

Das ist praktisch, denn BU B muf auf jeden Fall die gesamte Grundmenge
M ergeben: wenn man zu B noch alle Elemente hinzugibt, die zwar in M,
aber nicht in B sind, dann erhdlt man ganz M. Folglich ist:

(AUB)N(BUB)=(AUB)NM = AU B,

da auch AU B natiirlich eine Teilmenge von M ist. Insgesamt habe ich also
herausgefunden, dafl

(A\B)UB=AUB

gilt, aber auf der linken Seite der urspriinglichen Gleichung stand leider ein
schlichtes A. Falls beispielsweise B auch nur ein Element enthilt, das nicht
in A enthalten ist, gilt aber AU B # A. Daher kann die Gleichung nicht
immer richtig sein.

Der Nachweis der Gleichung AU B = (A\B) U (B\A) U (AN B) ist ein wenig
aufwendig. Da ich auf der linken Seite kein Unheil anrichten kann, wende
ich mich der rechten Seite zu und schreibe erst einmal alle Differenzen mit
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1.8
die folgenden Ausdriicke.

(i) A\(A\B);
(i) AN (B\A);
(iii) 4 N (B\A);
(iv) (A\B) N ((ANB) U (A\C)).

Mengen und Zahlenarten
Hilfe des Komplements. Dann folgt:
(A\B)U (B\A)U(ANB)=(ANB)U(BNA)U(ANB).

Nun steht sowohl in der ersten als auch in der dritten Klammer die Menge A,
was sich im Hinblick auf das Distributivgesetz als niitzlich erweisen kénnte.
Ich vertausche deshalb die Reihenfolge der Klammern und schreibe:

(ANB)UBNAUANB =(ANBUANBY UBNA).

Jetzt kann ich mit Hilfe des Distributivgesetzes die Menge A aus den ersten
beiden Klammern herausziehen. Das ergibt:

(ANB)U(ANB)U(BNA) =(ANMBUB)UBNA).

Das ist aber ausgezeichnet, denn es gilt immer BUB = M, was meinen
Ausdruck deutlich vereinfacht zu:

(AN(BUB)UBNA =ANMUBNA) =AU (BNA).

Mit dem Distributivgesetz kann ich jetzt die Klammer ,ausmultiplizieren®.
Das ergibt:

AUBNA) =(AUB)N(AUA) =(AUB)NM = AUB,

denn natiirlich ist noch immer AU A = M, und der Durchschnitt von AUB
mit M ergibt wieder A U B. Insgesamt hat sich also herausgestellt, daf3

(A\B)U (B\A)U(ANB) = AUB

gilt, und das war genau der Inhalt der behaupteten Gleichung. Man kann
sich bei etwas genauerem Hinsehen diese Gleichung allerdings auch ganz
ohne Rechnung klar machen. Um in AU B zu liegen, gibt es fiir ein Element
drei Moglichkeiten. Es kann in A liegen, aber nicht in B. Oder es kann in
B liegen, aber nicht in A. Oder es kann in A und B gleichzeitig liegen. In
Formeln iibersetzt heifit das:

AUB = (A\B) U (B\4) U (AN B).

Es seien M eine Menge und A, B, C Teilmengen von M. Vereinfachen Sie
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Losung In einfacherer Form ist diese Aufgabenstellung schon in Aufgabe 1.2
aufgetreten, nur dafl dort die zu vereinfachenden Ausdriicke deutlich {ibersicht-
licher waren. Da es sich auch hier um abstrakte Mengen handelt, iiber deren
Inhalt ich nichts weif3, muf8 ich mich darauf beschridnken, die Rechenregeln fiir
die Mengenoperationen méglichst sinnvoll anzuwenden.

@

(ii)

Der Ausdruck A\(A\B) schreit geradezu nach einer Anwendung der Formel
A\B = AN B. Aus ihr folgt:

A\(A\B) = A\(ANB) = AN (AN B),

denn auch der Klammerausdruck ist nur eine Menge, die von A abgezogen
werden soll, weshalb auch hier die angefiihrte Regel greift. Nun folgt aus
der de Morganschen Regel, daff man ein Komplement in eine Klammer
hineinziehen kann, indem man den Querstrich iiber die einzelnen beteiligten
Mengen schreibt und die Operationen uméndert: aus N wird U, und aus U
wird N. Das bedeutet hier:

AN(ANB)=AN(AUB) = AN (AUB),

denn das Komplement eines Komplements ergibt wieder die Menge selbst.
Mit Hilfe des Distributivgesetzes kann ich jetzt A in die Klammer hinein
ziehen und erhalte:

AN(AUB)=(ANAUANB =0UANB)=ANB,

da eine Menge kein gemeinsames Element mit ihrem Komplement haben
kann und daher ihre Schnittmenge leer sein mufi.
Insgesamt habe ich also herausgefunden, daf}

A\(A\B) = ANB

gilt, und weitere Veeinfachungen sind offenbar nicht maglich.

Den Ausdruck AN(B\A) kann man fast ohne Rechnen vereinfachen. B\ A er-
halten Sie, indem Sie aus B alles herausnehmen, was zu A gehort. Die Menge
B\ A hat also mit A absolut nichts gemeinsam, so dal im Durchschnitt der
beiden Mengen kein Element liegen darf. Daher ist A N (B\A) = . Der
formale Weg ist allerdings auch nicht schwerer, wenn man wieder an den
Zusammenhang zwischen der Differenz zweier Mengen und der Komple-
mentbildung denkt. In diesem Fall brauchen Sie nur die Formel B\A = BNA
zu verwenden und erhalten sofort:

ANB\A) =ANBNA =ANBNA=ANANB=0NB=40.

(iii) Die Vereinfachung des Ausdrucks A N (B\A) mufl man wohl oder {ibel in

kleinen Schritten angehen. Zunichst schreibe ich wieder einmal die vorkom-
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(iv)
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menden Differenz zweier Mengen mit Hilfe des Komplements. Das ergibt:

AN(B\A) = AN BNA).

Nun haben Sie schon in Teil (i) gesehen, wie man einen Querstrich in die
Klammer hineinzieht: man nimmt die Komplemente der einzelnen Mengen
und verdndert die Operationszeichen, so dafy N zu U wird und U zu N. Das
bedeutet hier:

AN(BNA) =ANBUA) =ANBUA),

denn A = A. Da nun A vor der Klammer steht, bietet sich das Distributiv-
gesetz an, um A in die Klammer hineinzuziehen. Damit erhalte ich:

ANBUA) =ANBUMANA) =(ANBUP=ANB.

Die letzten Schritte habe ich alle auf einmal angefiihrt, weil sie fast selbst-
erklirend sind. Zunichst ist natiirlich AN A = ¢, denn eine Menge kann
mit ihrem Komplement keine gemeinsamen Elemente haben, und daf§ dann
die Vereinigung mit der leeren Menge nichts Neues bringt, bedarf kaum der
Erwdhnung. Insgesamt habe ich also herausgefunden, daf3

ANB\A) =ANB
gilt.
Die Vereinfachung von (A\B) N ((A N B) U (A\C)) macht ein wenig Arbeit.

Wie iiblich schreibe ich zuerst die vorhandenen Differenzen von Mengen
mit Hilfe der Komplemente. Das heifit:

(A\B)N ((ANB)U (A\C)) = (ANB)N((ANB)U (AN C)).

Nun soll also A N B mit der groflen Klammer geschnitten werden, und es
kann nicht schaden, einen Versuch mit dem Distributivgesetz zu machen
und AN B in die grofe Klammer hineinzuziehen. Das ergibt:

(ANB)N((ANBYUANC)) = ((ANB)N(ANB)YU(ANB)YN(ANC)).

Sie konnen sehen, dafl jetzt einige Klammern iiberfliissig geworden sind,
denn sobald nur noch ein einziges Operationszeichen auftaucht, kann ich
auf die Klammerung verzichten. Ich habe also:

((ANB)N(ANB)U(ANB)N(ANC)) = (ANBNANBYU(ANBNANC).

In den beiden verbliebenen Klammern kann ich jeweils AN A zu A zusam-
menfassen und erhalte:

(ANBNANB)U(ANBNANC)=(ANBNBYUANBNC).
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Das ist ganz ausgezeichnet, denn in der ersten Klammer mufl ich B mit
B schneiden, was nur die leere Menge ergeben kann. Deshalb ist natiirlich
auch ANBN B =, und es folgt:

(ANBNB)U(ANBNC)=PUANBNC)=ANBNC,

und der Ausdruck ist maximal vereinfacht. Insgesamt habe ich also heraus-
gefunden, daf§

(AAB)N((ANB)U(A\C)) =ANBNC

gilt.



2 Vektorrechnung

2.1 Gegeben seien die Vektoren

-2 0 6
a= 3 ,b=| -1 | unde=| —1
1 4 2

Berechnen Sie die Koordinatendarstellungen und die Léngen der folgenden Vek-
toren:

x=—2a+3b+5c,y=5b—3a) —2c,z=3(@+b)—5(b —c) +a.

Losung Der Vektor x ist eine sogenannte Linearkombination aus den Vektoren
a, b und c. Da diese drei Vektoren in ihrer Koordinatendarstellung gegeben sind,
ist die Berechnung einer Linearkombination nicht weiter aufregend: man mul-
tipliziert zuerst die einzelnen Vektoren koordinatenweise mit ihren Vorfaktoren
und addiert anschlieflend die einzelnen Ergebnisse koordinatenweise zusammen.
Fiir den Anfang berechne ich also die Vektoren —2a, 3b und 5c. Es gilt:

-2 4 0 0
2a=-2- 3 |=|-6],3=3.[-1]=]| -3
1 -2 4 12
und
6 30
5c=5-| -1 ]| =1 -5
2 10

Die Summe kann ich jetzt ausrechnen, indem ich koordinatenweise addiere.

4 0 30 34
—2a+3b+5c=| 6|+ 3|+ 5]|=|-14
-2 12 10 20

Die Linge oder auch den Betrag eines dreidimensionalen Vektors kann man mit
Hilfe des Satzes von Pythagoras aus seinen Koordinaten bestimmen, indem man
die Quadrate der Koordinaten addiert und dann aus der Summe die Wurzel
zieht. Der Vektor x hat daher die Linge

x| = /342 4 (—14)? + 202 = /1156 + 196 + 400 = /1752 = 41.857.
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Die Berechnung von y verlduft ein klein wenig anders, da ich hier erst noch den
Vektor b — 3a zu bestimmen habe. Ich rechne daher zunichst:

6 12
b—-3a=|—-10 ], 2¢=| -2
1 4
Damit ist:
6 12
5(b—3a)—2c =5 —-10 | — | -2
4
30 12
= | —50 | - | —2
5 4
18
= —48
1

Natiirlich hétten Sie auch erst ohne Verwendung der konkreten Koordinaten die
Klammer ausmultiplizieren und anschlieffend die Vektoren addieren konnen. In
diesem Fall entsteht die Formel

y = 5b — 15a — 2c,
die Sie genau wie in Aufgabe (i) behandeln konnen.

Die Lange von y berechnet man nun wieder nach dem Satz von Pythagoras
als Wurzel der Summe der Koordinatenquadrate. Damit gilt:

lyl = /182 4 (—48)2 + 12 = /324 + 2304 + 1 = /2629 = 51.274.

Zur Berechnung von z empfiehlt es sich, nicht erst die Koordinatendarstellungen
der Klammerausdriicke zu bestimmen und danach den Gesamtvektor auszurech-
nen, sondern die Klammern zunéchst abstrakt auszumultiplizieren und erst am
Ende die Koordinaten einzusetzen. Dafiir gibt es einen einfachen Grund: wenn
Sie gleich mit den Koordinaten rechnen, haben Sie innerhalb jeder Klammer
eine Vektoraddition oder -subtraktion, also bei zwei Klamern auf jeden Fall zwei
Vektoradditionen. Da Sie dann noch die Klammerergebnisse zusammenzéhlen
und auch noch den Vektor a hinzuaddieren miissen, ergeben sich insgesamt vier
Vektoradditionen. Fassen Sie aber erst einmal die Vektoren nach den iiblichen
Regeln zusammen, so haben Sie nur zwei Vektoradditionen, und da jede Vek-
toraddition aus drei {iblichen Zahlenadditionen besteht, haben Sie einiges an
Operationen gespart. Das mag bei so wenigen Operationen nicht sehr iiberzeu-
gend klingen, aber wenn es um ein paar Dutzend Vektoren geht, kann man auf
diese Weise sowohl Zeit sparen als auch die Gefahr von Rechenfehlern deutlich
verringern.
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Es gilt nun:
z=3(@+b)—50b—c)+a=4a—2b+ 5c.

Nun ist aber

-8 0 30
4a = 12 ], 2b=| -2 ], 5¢=| -5
4 8 10
Damit gilt:
3@+b)—5(b—c)+a = 4a—2b+ 5¢
—8 0 30
= 12 - -2+ -5
4 8 10
22
= 9
6

Weiterhin hat z die Lange:

|z = V222 + 9% + 62 = /484 + 81 + 36 = /601 = 24.515.

2.2 Gegeben seien die Vektoren

() o (7).

Berechnen Sie, welche Winkel die beiden Vektoren mit der x-Achse bilden, sowie
die Betrdge beider Vektoren.

Losung Am einfachsten sind natiirlich die Betrdge der beiden Vektoren zu be-
rechnen: man addiert die Quadrate der Koordinaten und zieht anschlieBend die
Wurzel. Daher ist

la| = /12 + (=2)2 = /522236 und |b| = \/(=3)> + 42 = /25 = 5.

Auch der Winkel zwischen zwei Vektoren bietet keine grundsétzlichen Schwierig-
keiten, sofern man tiber das Skalarprodukt verfiigt. Ist das nicht der Fall, so bleibt
Thnen nichts anderes {ibrig als die Vektoren auf die {ibliche Weise in ein Koor-
dinatensystem einzuzeichnen und dann den Winkel entweder zu messen oder
mit Hilfe der Trigonometrie aus den entsprechenden rechtwinkligen Dreiecken
zu berechnen. Ich werde hier erst den Weg iiber das Skalarprodukt gehen und
danach noch kurz zeigen, wie man solche Winkel auch mit den iiblichen Mitteln
der Trigonometrie finden kann.
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Sind x und y irgendwelche Vektoren, so ist das Skalarprodukt der Vektoren
definiert durch

x-y= x|yl cose,
wobei ¢ der Winkel ist, den die beiden Vektoren einschlieflen. Daraus folgt dann:

X-y
x| - Iyl’

cos @ =

und wenn man erst einmal den Cosinus eines Winkels hat, ist es bis zum Winkel
selbst nicht mehr weit.

Nun will ich den Winkel zwischen dem Vektor a und der x-Achse berechnen.
Da ich zur Anwendung des Skalarproduktes zwei Vektoren brauche und nicht
etwa einen Vektor und eine Achse, muf3 ich mir iiberlegen, welcher Vektor der
x-Achse entspricht. Das ist aber kein Problem, denn offenbar zeigt der erste
Einheitsvektor genau in die Richtung der x-Achse, und daher werde ich den

Winkel ¢ zwischen a und e; = ( (1) ) ausrechnen. Nach der obigen Formel gilt:

a-e€
0s ¢ = .
af - [eq]
In dieser Formel kenne ich bereits |a|] = v/5, und dafl der Einheitsvektor e;

den Betrag |e;| = 1 hat, diirfte nicht sehr iiberraschend sein. Ich brauche also
nur noch den Zihler auszurechnen. Das Skalarprodukt von zwei zweidimen-
sionalen Vektoren erhélt man, indem man koordinatenweise multipliziert und
anschlieflend die Summe der Produkte bildet. Daraus folgt:

a-elz(_12>~((l)>=1-1+(—2)~0=1.

coso= 28 L oumn
YTl el s

Den Winkel ¢ selbst erhdlt man jetzt durch die Anwendung des Arcuscosinus

1 .
auf den Wert 7 Das bedeutet:

Folglich ist:

1 o

¢ = arccos NG 63.4°.
Das ist schon recht gut, aber noch nicht alles, denn an diesem Beispiel zeigt sich
die Vieldeutigkeit des Cosinus. Unter dem Winkel zwischen einem Vektor und
der x-Achse versteht man normalerweise den Winkel, den man erhilt, indem
man von der positiven x-Achse ausgeht und dann gegen den Uhrzeigersinn so
lange l4uft, bis man den Vektor erreicht hat. Diesen Winkel habe ich in Abbil-
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S —
N

-2 +

Bild 2.1. Winkelbestimmung

dung 2.1 eingezeichnet, und er betrigt offenbar deutlich mehr als nur 63.4°. Mit
Hilfe des Skalarprodukts habe ich genau den Winkel zwischen dem Einheitsvek-
tor und dem Vektor a berechnet, und da der Einheitsvektor vom Nullpunkt aus
nach rechts zeigt, ist das der Winkel, der meinen eingezeichneten Winkel zum
Vollkreis ergianzt. Somit lautet der gesuchte Winkel:

P2 = 360° — 63.4° = 296.6°.

4
mehr so viel reden. Fiir den Winkel ¢ zwischen b und dem ersten Einheitsvektor
gilt:

Uber die entprechende Rechnung fiir den Vektor b = ( muf ich jetzt nicht

b-el _—3_ 0.6
bl -led] 5 o

cos g =

Damit folgt:
@ = arccos(—0.6) = 126.9°.

Zeichnet man auch den Vektor b in eine Koordinatenkreuz ein, so stellt man
fest, dafl der Winkel zwischen b und der positiven x-Achse tatsdchlich auch
dem Winkel zwischen b und dem ersten Einheitsvektor e; entspricht, so dafl in
diesem Fall gilt:

¢@p = arccos(—0.6) = 126.9°.

Steht man nun vor so einer Aufgabe, ohne etwas vom Skalarprodukt zu wis-
sen, so bleibt immer noch die Trigonometrie. Am Beispiel des Winkels ¢, zeige
ich Thnen, wie das funktioniert. In Abbildung 2.2 sehen Sie noch einmal den
Vektor a, aber diesmal betrachte ich ihn als Hypotenuse des eingezeichneten
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Bild 2.2. Winkelbestimmung

rechtwinkligen Dreiecks. Bezeichnet man den eingezeichneten Winkel mit ¢, so
ist einerseits natiirlich ¢ + ¢, = 360°, also ¢, = 360° — ¢. Andererseits ist ¢
ein Winkel in einem rechtwinkligen Dreieck, und daher kann ich seinen Cosinus
ausrechnen. Die Lange der Ankathete ist 1, die Linge der Hypotenuse entspricht
dem Betrag des Vektors a, also |a| = /5. Damit ist

cos @ = also ¢ = 63.4°.

1
V5
Insgesamt folgt also auch auf diese Weise:

P2 = 360° — 63.4° = 296.6°.

23 An einen Massenpunkt greifen drei Kréfte F " F} und 153 an. F 1 hat einen

Betrag von 4 Newton und einen Angriffswinkel von 45°, 15 , greift unter einem

Winkel von 120° mit einem Betrag von 3 Newton an, wahrend F 3 einen Winkel

von 330° und einen Betrag von 2 Newton hat.

(i) Bestimmen Sie die Koordinatendarstellung der angreifenden Krifte.

(ii) Berechnen Sie die resultierende Kraft F.

(iii) Bestimmen Sie zeichnerisch die resultierende Kraft F , ihren Betrag und den
Winkel, unter dem sie an den Massenpunkt angreift.

(iv) Berechnen Sie den Betrag und den Winkel aus Teil (iii).

Losung

(i) In Abbildung 2.3 sind die Kraftvektoren F 1, I;z und F. 3 eingetragen. Die Ko-
ordinatendarstellungen der Kraftvektoren kann ich beispielsweise mit Hilfe
der trigonometrischen Funktionen oder wieder mit Hilfe des Skalarproduk-
tes erhalten. Ich wiahle hier den direkten Zugang iiber die Trigonometrie und
mufd deshalb in Abbildung 2.3 nach passenden rechtwinkligen Dreiecken su-
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Bild 2.3. Kraftvektoren

chen. Zuerst bestimme ich die Koordinaten von F;. Setzt man beispielsweise

ﬁlz(al)a
az

so ist a; die Linge der Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, a, die Lange
der zweiten Kathete, und die Hypotenuse hat laut Aufgabenstellung die
Lénge 4. Der zwischen der ersten Kathete und der Hypotenuse eingeschlos-
sene Winkel ist aber mit 45° vorgegeben, so daf} einer direkten Anwendung
des Cosinus und des Sinus nichts im Weg steht. Es gilt also:

cos45° = 2L und sin45° = 2.
4 4

Daraus folgt:

a;=4-cos45° =4- %«/5: 242 =2.828
sowie

a4, =4-sind5° =4. %\/E = 24/2 =2.828.
Deshalb ist

A= (308

Damit ist iiber F; schon alles Notige gesagt, und ich kann mich dem Kraft-

vektor F, zuwenden. Wie Sie der Abbildung 2.3 entnehmen konnen, liegt
er nicht mehr im einfach zu behandelnden ersten Quadranten, sondern lei-
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der im zweiten, aber das Leben kann nun einmal nicht immer so einfach
sein. Mit der positiven x-Achse bildet er laut Aufgabenstellung einen Winkel
von 120°. Da ein Halbkreis einem Winkel von 180° entspricht, muf; 152 also
zwangsldufig mit der negativen x-Achse einen Winkel von 60° bilden. Setzt
man nun

so gilt:

cos 60° = _b und sin60° = @
3 3
Dabei mufl man zwei Dinge bedenken. Erstens hat der Vektor die Lange 3,
und die Lange des Vektors entspricht genau der Hypotenuse, durch die hier
geteilt werden muf. Und zweitens ist laut Abbildung 2.3 die erste Koordinate
von F, negativ und ich muf deshalb ein Minuszeichen vor den ersten Bruch
setzen. Daraus folgt:

o 1
by = —3-cos60 =—3-§ =-15
sowie

1
b, =3-sin60° =3 - 5\/5 = 2.598.

- -15
Fa= <2.598) ‘

Dem Problem der passenden Vorzeichenwahl kann man iibrigens entgehen,
wenn man beachtet, dafl Sinus und Cosinus auch fiir Winkel iiber 90° be-
rechenbar sind. Den Sinus erhélt man als Quotient aus y-Koordinate und
Vektorenldnge, wihrend der Cosinus als Quotient aus x-Koordinate und

Damit ist

Vektorenldnge erkldrt ist. Damit vereinfacht sich die Rechnung fiir F,, da
ich nur noch mit Hilfe eines Taschenrechners die Sinus- und Cosinus-Werte
des angegebenen Winkels 120° zu bestimmen habe. Es gilt dann:

1
by =3-cos120°=3- (—2) =-1.5

sowie

1
b, =3-sin120° =3 - E\/5 = 2.598.
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Die Werte bleiben natiirlich dieselben, aber man erspart sich das Nachden-
ken iiber die passenden Vorzeichen.

Bei Fs gehe ich genauso vor und verwende gleich den in der Aufgabenstel-
lung mitgegebenen Winkel. Mit

A= (2)

gilt:
o 1
€1 =2-c0s330°=2- Eﬁ: 1.732
sowie
. o 1
¢c; =3:sin330" =2- (—2> =—-1.
Damit ist
- 1.732
fim (1)
Die resultierende Kraft F erhilt man als Summe der einzelnen Krifte, und

das heifdt, daf F 1 152 und 153 komponentenweise addiert werden miissen.
Damit folgt:

Fo (2828 (-15Y (1732 _ (306
~\ 2.828 2.598 —1 ) 7\ 4426 )

(iii) Zeichnerisch bestimmt man die Resultierende, indem man die drei Kraft-

(iv)

vektoren wie in Abbildung 2.4 aneinander hingt. Ich mochte betonen, dafl
Abbildung 2.4 nicht ganz genau den Verlauf der Vektoren anzeigt, sondern
nur einen Uberblick vermitteln soll, so daf} eine Messung an dieser Skizze
auch nicht die genauen Werte von Richtung und Lénge liefert. Wenn Sie
aber die Vektoren ordentlich auf dem Papier gezeichnet und die graphische
Addition durchgefiihrt haben, dann ergibt eine Messung ungefédhr die Werte

|F| = 5.4 und ¢ = 55°.

Die Berechnung des Betrags F erfolgt natiirlich mit dem Satz des Pythagoras.

Da ich unter (ii) bereits die Koordinaten von F berechnet habe, ist das nicht
mehr schwer. Es gilt:

|F| = v/3.062 + 4.4262 = 5.381.

Der Winkel 148t sich dann wieder mit den trigonometrischen Funktionen
Cosinus und Sinus berechnen. Bezeichne ich also den Winkel, den F mit der
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Bild 2.4. Vektoraddition

positiven x-Achse einschlieit, mit ¢, so liegt er wie {iblich in einem recht-
winkligen Dreieck, dessen Katheten- und Hypotenusenldngen ich kenne. Die
Ankathete hat die Lange 3.06, die Gegenkathete hat die Linge 4.426, und
die Lange der Hypotenuse entspricht dem gerade ausgerechneten Betrag des

Vektors F. Damit ergibt sich:

3.06 . 4.426
cosp = —— = 0.569 und singp = —— = 0.823.
5.381 5.381
Daraus erhilt man einen Winkel von ¢ = 55.3°. Je nachdem, mit wievielen
Stellen nach dem Dezimalpunkt man rechnet, kann die Rechnung auch zu
einem Winkel von 55.4° fithren. Da man bei derart krummen Zahlen stidndig
auf- oder abrunden muf}, sind Rundungsfehler nicht zu vermeiden.

2.4  Gegeben seien die Vektoren

2 -1 1
a= (1>,b_( | ) und ¢ = (0>
Bestimmen Sie die Skalarprodukte

a-b,a-cundb-c

sowohl mit Hilfe des eingeschlossenen Winkels und der Langen der beteiligten
Vektoren als auch mit Hilfe der Koordinatendarstellungen.

Losung Skalarprodukte kann man zunéchst nach der Definition bestimmen:
das Skalarprodukt berechnet sich als das Produkt der beiden Vektorldngen mit
dem Cosinus des eingeschlossenen Winkels. Damit stellt sich aber die Frage, wie
man an die Lingen und an die eingeschlossenen Winkel herankommt. Die Linge
eines Vektors kann man natiirlich leicht an Hand seiner Koordinaten berechnen,
indem man den Satz des Pythagoras zum Zuge kommen ldf3t: fiir jeden beliebigen
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T Bild 2.5. Zweidimensionale
Vektoren

%\ . I
Vektor x = (xl > ist [x| = y/x} + x}. Damit wird:

2
la| = V22 + 12 = /522236, bl = \/(—1)2 + 12 = V2 ~ 1.414
und
ld=v12+02=V1=1

Schwieriger sieht es bei den Winkeln aus. Wenn einem gar nichts Besseres
einfillt, kann man die Vektoren in ein Koordinatensystem einzeichnen und die
Winkel einfach mit Hilfe eines Geo-Dreiecks messen. Das ist dann weder ein
Muster an Genauigkeit noch an Einfallsreichtum, aber es ist immerhin besser als
gar nichts.

In Abbildung 2.5 finden Sie nun die drei Vektoren a, b und c. Zeichnet man sie
einigermaflen genau auf und 1d3t das Geo-Dreieck nicht mehr als unbedingt nétig
verrutschen, so ergeben sich die Winkel 108° zwischen a und b, 27° zwischen a
und ¢ sowie 135° zwischen b und c. Damit habe ich die nétigen Informationen
zur Berechnung des Skalarprodukts zusammen. Es gilt nun:

a-b=|a| |b| cos108 = /542 (—0.3090) = —0, 9771.

a-c=|al-|c|-cos27° = V5-1-0.8910 = 1.9923
und
b-c=|b|-|c|-cos135° =~/2-1-(—0.7071) = —0, 9999.

Da diese Ergebnisse teilweise durch Messungen gewonnen wurden, sind sie
natiirlich ungenau. Ich sollte mir also eine bessere Methode ausdenken, um mir
die Winkel zu verschaffen. Das sehen wir uns am Beispiel des Winkels zwischen
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a und b an. Er 1483t sich offenbar aufteilen in den Winkel a zwischen a und der
y-Achse und den Winkel 8 zwischen der y-Achse und b. Der Winkel « liegt aber
in einem rechtwinkligen Dreieck, dessen Hypotenuse die Lange +/5 hat, wihrend
seine Ankathete genau der zweiten Komponente des Vektors a entspricht und
damit 1 betrdgt. Somit ist

1
cosa = — ~ 0.4472, also o = 63.43°.
NG

Weiterhin liegt 8 in einem rechtwinkligen Dreieck, dessen Hypotenuse die Linge
+/2 hat , wihrend seine Ankathete genau der zweiten Komponente des Vektors
b entspricht und damit ebenfalls 1 betrdgt. Damit wird:

1
cos 8 = — &~ 0.7071, also B = 45°.
V2

Der gesuchte Winkel lautet also
a+ B = 108.43°,

was offenbar die Genauigkeit einer Messung weit {ibertrifft. Fiir das Skalarpro-
dukt ergibt sich dann:

a-b=|a||b| cosl08,43° = /5.2 (—0.3161) = —0.9995.

Da man auch hier noch mit Rundungsfehlern rechnen muf, ist nicht zu erwar-
ten, dafl ein solches Ergebnis hundertprozentig genau ist. Die genauen Ergebnisse
erhdlt man erst, wenn man auf die Koordinatendarstellungen der beteiligten Vek-
toren zuriickgreift, die entsprechenden Komponenten der betroffenen Vektoren
miteinander multipliziert und alle Produkte aufaddiert. Dadurch wird die Rech-
nung deutlich einfacher, und es gilt:

a-b=2.-(-1)+1-1=-1,
a-c=2-141-0=2,

b-c=-1-141-0=-1.

Sobald man sich also einmal die Miithe gemacht hat, sich die allgemeine For-
mel zur Berechnung des Skalarproduktes aus den Koordinaten der Vektoren zu
iiberlegen, wird sofort bei allen konkreten Zahlenbeispielen das Leben wesentlich
einfacher. Natiirlich ist es jetzt auch kein Problem mehr, den Winkel zwischen
zwei Vektoren zu bestimmen, da wir die Skalarprodukte schon haben. Bezeichne
ich beispielsweise den Winkel zwischen a und b mit ¢, so gilt:

a-b -1
la| - |b] /5.2

a-b=|al-|b| cose, also cos¢ = ~ —0.3162.
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a+b

Bild 2.6. Parallelogramm

Daher ist wieder
@ = 108.43°,

wie es ja auch nicht anders zu erwarten war.

2.5 Gegeben sei ein Parallelogramm mit den Seitenldngen a und b sowie den
Diagonalenldngen u und v. Zeigen Sie:

W+ v? =2(a% + b).

Hinweis: Betrachten Sie die Seiten und die Diagonalen des Parallelogramms als
Vektoren, schreiben Sie die Diagonalvektoren als Summe bzw. Differenz der
Seitenvektoren und verwenden Sie Thre Kenntnisse iiber das Skalarprodukt.

Losung Der Hinweis verrdt schon ziemlich deutlich, wie die ganze Sache funk-
tionieren wird. In Abbildung 2.6 habe ich die benétigten Groflen eingetragen: die
Seiten des Parallelogramms werden von den beiden Vektoren a und b gebildet,
und die Diagonalen im Prallelogramm entstehen, indem man graphisch die Vek-
toren a und b addiert bzw. voneinander subtrahiert. Nun geht es in der Aufgabe
aber gar nicht um Vektoren, sondern um Streckenldngen, deren Bezeichnungen
in der Aufgabenstellung vorgegeben sind. Ich setze also

a=|al und b = |b|.

Die vektorielle Darstellung der Diagonalen lautet a + b und a — b. Daher setze
ich hier:

u=|a+b|und v =]a—Db|

Das ist natiirlich reine Willkiir, und ich hitte die Rollen von u und v genausogut
vertauschen konnen. Da es aber auf der linken Seite der gesuchten Gleichung
um u” + v* geht, spielt die Reihenfolge iiberhaupt keine Rolle.

Wenn ich schon u als Linge eines bestimmten Vektors interpretiert habe,
dann kann ich auch ausnutzen, was ich iiber die Linge von Vektoren weifd: fiir
jeden beliebigen Vektor x ist nimlich |x|*> = x - x, und das wird fiir den Beweis
eine wichtige Rolle spielen. Es gilt:

u* = la+b)?
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= (@a+b)-(a+Db)
—a-at+a-b+b-a+b-b
—a-a+2-a-b+b-b.
Dabei habe ich in der dritten Zeile verwendet, dafy man auch beim Skalarprodukt
Klammern wie gewohnt ausmultiplizieren darf, und in der vierten Zeile kommt
das Kommutativgesetz zur Anwendung, denn es gilt immer a-b = b-a. Auf die
gleiche Weise berechne ich jetzt v2.
v = Ja—Db}?
= (a—b)-(a—b)
—a-a—a-b—b-a+b-b
=a-a—2-a-b+b-b.
Dazu muf} ich nichts mehr sagen, der Rechenweg ist im Grunde genau derselbe
wie eben gerade bei u%. Da es mir insgesamt um die Summe der beiden Quadrate
geht, addiere ich nun die Ergebnisse und erhalte:
uw+v' =a-a+2-a-b+b-b+a-a—2-a-b+b-b
2-a-a+2-b-b
2]a* + 2|b?|
= 2a% + 2b?,

und damit ist auch schon alles bewiesen.

Damit Sie sehen, wie kurz so ein Beweis sein kann, wenn ich nicht bei jedem
Schritt dazwischenrede, zeige ich Thnen jetzt noch die kompakte Fassung des
Beweises, in der alle Schritte ohne Unterbrechung durchgefiihrt werden. Um die
Formeln etwas zu verkiirzen, schreibe ich dabei fiir beliebige Vektoren x immer
x° anstatt X - x.

w+v = la+b?+]a—b
(a+b)’+ (a—b)’
=a’+2-a-b+b*+a>—2-a-b+b’
2-a>+2-b?
2|a)? 4 2|b* = 2a* + 2b°.

2.6  Gegeben seien die Vektoren

—1 2 —1
a= 1 ,b=11 undc=| —1
1 3 1

Stellen Sie mit Hilfe des Skalarproduktes fest, welche dieser Vektoren senkrecht
aufeinander stehen.
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Losung Das Skalarprodukt ist vor allem dann sehr praktisch, wenn es darum
geht, den Winkel zwischen zwei Vektoren festzustellen. Am einfachsten geht das
dann, wenn die beiden Vektoren senkrecht aufeinander stehen, denn in diesem
Fall betrdgt der Winkel ¢ zwischen ihnen genau 90°, und wegen a-b = |a| - |b| -
cos ¢ ist das Skalarprodukt Null. Umgekehrt ist das natiirlich genauso: sobald
zwei Vektoren das Skalarprodukt Null haben und keiner der beiden Vektoren
der Nullvektor ist, mufl der Cosinus an der Erzeugung der Null schuld gewesen
sein, und das heif3t, daf zwischen den beiden Vektoren der Winkel ¢ = 90° liegt.
Um zu testen, ob zwei Vektoren senkrecht aufeinander stehen, muff ich also nur
das Skalarprodukt der beiden Vektoren ausrechnen und nachsehen, ob es gleich
Null ist. Falls ja, stehen sie senkrecht aufeinander, falls nicht, eben nicht. Dabei
wiére es natiirlich absolut sinnlos, das Skalarprodukt nach der definierenden
Formel a-b = |a| - |b| - cos ¢ zu bestimmen, denn dazu miifite ich ja erst einmal
den Winkel ¢ haben, und wenn ich den habe, weif§ ich schon, ob die Vektoren
senkrecht aufeinander stehen oder nicht. Hier berechnet man das Skalarprodukt
also mit Hilfe der Koordinaten, und das macht das Leben leichter. Es gilt:

-1
ab=|1|-[1]==D-2+1-1+1.3=2+0.
3

Da das Skalarprodukt keine Null liefert, stehen a und b nicht senkrecht aufein-
ander. Weiterhin ist:

-1 -1
acc=| 1 |- [=-1]=CD-(-D+1-(-D+1-1=1+0.
1 1

Da das Skalarprodukt auch hier keine Null liefert, stehen a und c ebenfalls nicht
senkrecht aufeinander. Schliefllich ergibt sich:

2 —1
be=|1]-[-1]=2--D+1--D+3-1=0.
3 1

Damit stehen immerhin die beiden Vektoren b und ¢ senkrecht aufeinander.

2.7  Zeigen Sie mit Hilfe des Skalarproduktes, daf3 fiir reelle Zahlen ay, ay, by, b,
stets die Ungleichung

laib; + a;b,| < \/a% + a3 - \/b% + b3
gilt.

Hinweis: Bestimmen Sie das Skalarprodukt der Vektoren Zl und ( 21 )
2 2

sowohl mit Hilfe des eingeschlossenen Winkels und der Langen der beteiligten
Vektoren als auch mit Hilfe der Koordinatendarstellungen.
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Losung Die Aufgabe sieht zundchst gar nicht danach aus, als ob sie etwas
mit Vektoren zu tun hitte, aber das scheint nur so. Auf der linken Seite der
Ungleichung steht ndmlich ein Ausdruck, der fatal an das Skalarprodukt erinnert,
wenn man es mit Hilfe der Koordinaten ausrechnet. Ich setze also

a= (al) und b = <b1).
a bz

a~b:a1.b1+a2‘b2.

Dann ist

Daf} auf der linken Seite der Ungleichung ein Absolutbetrag steht, braucht mich
dabei nicht zu irritieren, denn aus der obigen Gleichung folgt sofort:

lai - b1+ ay - byl =a-bl.

Damit habe ich die linke Seite immerhin als Betrag eines Skalarproduktes ge-
schrieben. Jetzt versuche ich, den Zusammenhang zur rechten Seite in den Griff
zu bekommen. Wie Sie wissen, hat das Skalarprodukt auch eine geometrische
Bedeutung, denn man kann es aus den Langen der beteiligten Vektoren und dem
Cosinus des eingeschlossenen Winkels berechnen. Ist also ¢ der Winkel zwischen
a und b, so gilt:

a-b=|a]-|b|-cose.

Das ist aber praktisch, denn gerade eben hatte ich festgestellt, daf} die linke Seite
meiner Ungleichung genau dem Ausdruck |a - b| entspricht. Und das bedeutet:

lay - by +a; - bo| = |a-b] = [la] - [b] - cos ¢].
Betrdge kann man aber in die Multiplikation hineinziehen. Deshalb gilt:
|a] - [b] - cos @] = [|a]| - [|b]| - | cos | = |a] - [b] - | cos ],

denn natiirlich ist der Betrag des Betrags von a einfach nur der Betrag von a, da
|a| schon selbst eine positive Zahl ist, an der sich durch weitere Betragsstriche
nichts mehr dndert. Ich habe bisher also herausgefunden, daf3

la1 - by +ay - by| = |a| - [b] - | cos ¢

gilt, und damit bin ich auch tatsdchlich schon fast fertig. Erstens wissen wir
namlich sehr genau, wie man |a| und |b| ausrechnet, ndmlich:

la] = \/a? 4+ a3 und |b| = /b + b3.

Zweitens habe ich zwar keine Ahnung, wie grofy der Winkel ¢ ist, aber das kann
mir auch voéllig egal sein, denn fiir unsere Zwecke geniigt mir die Information,
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Bild 2.7. Gerade in der Ebene

dafl der Cosinus betragsmiflig nie gréfler als 1 werden kann, dafl also immer
| cos ¢| <1 gilt. Damit erhalte ich:

jal - bl - [cos | = \/a? +a3- /b3 + b3 - [cosel < \/ai + a3 /b3 + 3,
denn wie ich bereits erwdhnt habe, ist | cos ¢| < 1. Damit wird aber insgesamt:

lay - by +a; - by| = |a] - [b] - [cos ¢

< \Jai+a3-\Jbr 4B

und die gewiinschte Ungleichung

|a1b1+a2b2| < \/a%+a% \/b%+b%

ist bewiesen.

Damit Sie auch hier den gesamten Gedankengang am Stiick sehen, schreibe
ich noch einmal den Rechenweg von vorne bis hinten ohne Unterbrechung auf.
Es gilt:

lai - b1 +ay-by| = |a-b]
= llal - Ib] - cos |
= la| - [b] - | cos ¢|

\/af+a§~\/b§+b§~|cos¢|

V@ + a3 /b4 b

2.8 Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden durch die Punkte A = (0, 1)
und B = (-3, 2).

Losung Die Bestimmung von Geradengleichung wird mit Hilfe des Skalarpro-
duktes zu einem eher iibersichtlichen Problem. An Hand von Abbildung 2.7
erkldre ich kurz, wie so etwas generell ablduft, und anschlieflend fiillen wir den
generellen Ablauf mit konkreten Zahlen. Ich gehe also davon aus, daf} mir zwei

IA
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Punkte A und B auf der Geraden zur Verfiigung stehen, und ich bezeichne ihre
Ortsvektoren mit a bzw. b. Ist nun z der Ortsvektor irgendeines Punktes auf
der Geraden, dann liegt offenbar der Vektor z — a auf der Geraden selbst und
beschreibt damit ihre Richtung. Achten Sie nun in Abbildung 2.7 auf den Vektor
m. Er steht senkrecht auf der Geraden und deshalb insbesondere senkrecht auf
dem Vektor z—a. Der Winkel zwischen den beiden Vektoren m und z—a betrigt
daher genau 90°. Da cos 90° = 0 gilt, ist das gleichbedeutend mit m- (z—a) = 0.
Die Ortsvektoren der Geradenpunkte werden also charakterisiert durch die Glei-
chung

m-(z—a)=0.

Wie bestimmt man nun aber den Vektor m, der auf der Geraden senkrecht steht?
Das ist gar nicht so schwer. Wenn wir die Ortsvektoren mit

a= <a1> undb:(bl)
a) b2

dp=b-a= (g7,
bz—az

und m steht senkrecht auf diesem Vektor. Sie konnen deshalb zum Beispiel

_ [ —(br—a)
m= ()

wihlen, denn in diesem Fall gilt

bezeichnen, dann ist

m-(b—-a)=—(b,—a) (b —a)+ (b —a) - (b, —a) =0.

Sie sehen also auch hier wieder, wie einfach das Identifizieren senkrecht stehen-
der Vektoren wird, wenn man mit dem Skalarprodukt zurechtkommt. Setzen wir
diese Geradengleichung um in eine etwas gewohntere Form. Dazu schreibe ich

abkiirzend
<m1> und z = (x)
my y

m-(z—a)=0

(m)- (=)=

m

Die Gleichung

wird dann zu
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Ausmultiplizieren ergibt:
my - (x —a) +my - (y—ay) =0.

Das ist nun eine Standardform einer Geradengleichung, die man fiir m, # 0
auch in die iibliche Form y = mx + b bringen kann.

In der Aufgabenstellung ist nun A = (0, 1) und B = (-3, 2). Gesucht ist die
Gleichung der Geraden durch die beiden Punkte. Die Ortsvektoren von A und

B lauten natiirlich
0 -3
a= <1> undb:( ) )

Der Vektor AB berechnet sich aus

= (507)=(7)

und den darauf senkrecht stehenden Vektor m finden Sie in

m— -1
=\ _5):
denn es gilt:

m . AB = (:;)(f) —(—1) - (=3)+(=3)-1=0.

Jetzt ist schon alles da, was man zum Aufstellen der Geradengleichung braucht.
Die oben formulierte allgemeine Gleichung lautete ndmlich

my-(x—ay) +m-(y—a) =0,
und in diesem konkreten Fall heif$t das
=D (x=0)+(=3)-(y—1=0.

Anders gesagt:
x
—x—3y+3=0, alsoy:—§+l.

2.9 Gegeben sei ein Parallelogramm, das von den Vektoren

1 —1
2 | und 0
3 2

aufgespannt wird, deren gemeinsamer Anfangspunkt die Koordinaten (1,1, 1)
hat. Berechnen Sie die Eckpunkte und den Flicheninhalt des Parallelogramms.
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Bild 2.8. Parallelogramm

Losung Ich setze

1 —1
a=|2],b= 0 undr= | 1
3 2

Dann haben wir die Situation von Abbildung 2.8: der Vektor r zeigt auf den Punkt
mit den Koordinaten (1, 1, 1), und davon ausgehend spannen die Vektoren a und
b das Parallelogramm auf. Die Eckpunkte des Parallelogramms haben daher die
folgenden Ortsvektoren:

. 1 _ 1 2
0A=r= ,0B=r+a= +121=13],
1 3 4
. —1
0C=r+b= + 0 =11 und
2
. 1 1 —1 1
0OD=r+a+b= 1 + =+ 0 = 3
1 3 2 6

Sobald man die Ortsvektoren kennt, hat man aber auch die Koordinaten der
Eckpunkte. Sie lauten:

A=(,1,1),B=(2,3,4),C=(0,1,3) und D = (1, 3, 6).

Den Flidcheninhalt eines Parallelogramms erhalte ich nun, indem ich erst das
Vektorprodukt der aufspannenden Vektoren und anschliefend dessen Betrag
bestimme. Es gilt:

1 -1 2:2-0-3 4
axb=[2]|x| o |=|3--D=21]=] -5
3 2 1-0—(=1)-2 2
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Ich werde gleich noch etwas iiber die Berechnung des Vektorproduktes sagen.
Zunichst fithre ich aber die Aufgabe zu Ende und berechne die Fliche des Paral-
lelogramms. Sie entspricht der Lange des Vektorproduktes, das ich gerade eben
ausgerechnet habe, und die bekommt man wie iblich iiber die Summe der Ko-
ordinatenquadrate.

lax bl = /42 + (=52 +22 = /45 =9 .5 =3 . /5 ~ 6.7082.

Der Flicheninhalt des Parallelogramms betrigt also /45 ~ 6.7082 Flichenein-
heiten.

Noch ein Wort zur Berechnung des Vektorprodukts. Es gibt dabei mehrere
Moglichkeiten vorzugehen, und ich méchte IThnen hier meinen Favoriten zeigen.
Wenn ich das Vektorprodukt zweier dreidimensionaler Vektoren auszurechnen
habe, dann schreibe ich fiir gewdhnlich die jeweils drei Zahlen untereinander,
setze dann aber noch einmal die ersten beiden Koordinaten an das Ende. Bei
den beiden Vektoren aus dieser Aufgabe schreibe ich also:

Danach wird einfach {iber Kreuz multipliziert. Fiir den ersten Eintrag im Vek-
torprodukt multipliziere ich die beiden Zeilen nach der ersten Zeile iiber Kreuz,
also 2-2 —0- 3. Fiir den zweiten Eintrag im Vektorprodukt multipliziere ich die
beiden Zeilen nach der zweiten Zeile iiber Kreuz, also 3 - (—1) — 2 - 1. Und fiir
den dritten Eintrag im Vektorprodukt multipliziere ich die beiden Zeilen nach
der dritten Zeile tiber Kreuz, also 1-0 — (—1) - 2. Auf diese Weise entstehen die
Eintrdge im Vektor a x b.

2.10  Gegeben sei ein Spat, der von den Vektoren

1 2
31,1 —1 und 1
0 —1

aufgespannt wird, deren gemeinsamer Anfangspunkt der Nullpunkt ist. Berech-
nen Sie das Volumen des Spats.

Losung Die Berechnung des Spatvolumens gehort zu den einfacheren Aufgaben
im Leben, da es ein eigens zu diesem Zweck geschaffenes Mittel gibt: das Spat-
produkt. Wird nidmlich ein Spat von den drei Vektoren a, b und ¢ aufgespannt,
so ist das Spatprodukt definiert durch

[abc] =a - (b x ¢),
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wobei ich mit dem einfachen - das Skalarprodukt und mit dem x das Vektor-
produkt meine. Das Volumen V des Spats erhdlt man dann aus

V = |[abc]|.
In dieser Aufgabe ist
1 2 4
a=|3],b=| -1 ] undc=|1
0 -1

Nun gibt es aber zwei Moglichkeiten, das Spatprodukt dieser drei Vektoren aus-
zurechnen, und ich werde Thnen hier beide Wege zeigen. Zunédchst kann man
natiirlich streng nach Definition vorgehen und das Skalarprodukt aus a und bxc
berechnen. Dazu sollte man sich zuerst einmal b x ¢ verschaffen, und wie man
das beispielsweise machen kann, haben Sie in Aufgabe 2.9 gesehen. Es gilt:

(=1)-2—=1-(=1) -1
bxc= (—1)‘4—2-2 = —8
2-1—4-(-1 6

Das ndtige Skalarprodukt berechne ich jetzt wie iiblich, indem ich die passenden
Koordinaten miteinander multipliziere und anschlieflend alle Produkte addiere.
Damit erhalte ich:

1 —1
a-bxog=(3]-[-8|=1(-D+3-(=8)+0-6=-25.
0 6

Das Spatprodukt ist also negativ, aber das schadet gar nichts, da das Volumen
des Spats der Absolutbetrag des Spatprodukts ist. Daraus folgt:

V =|—25| = 25.

Damit ist die Aufgabe schon vollstindig gel6st. Die meisten Leute bevorzugen
allerdings eine andere Methode, um das Spatprodukt auszurechnen: die Verwen-
dung einer Determinante. Das bedeutet, dafy man die drei Vektoren in einem
rechteckigen Schema versammelt, einer sogenannten Matrix, und dann nach ei-
nem bestimmten Schema die Determinante dieser Matrix ausrechnet. Sie kdnnen
also aus den drei gegebenen Vektoren leicht die Matrix

1 3 0
2 -1 -1
4 1 2
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erstellen, indem Sie einfach die Vektoren zeilenweise in ein rechteckiges Schema
schreiben. Wenn ich jetzt aber schreibe, daf}

1 3 0
[abc] =det | 2 —1 —1
4 1 2

gilt, und dafl det die Abkiirzung fiir eine Determinante ist, dann niitzt das gar
nichts, solange man nicht weif3, wie man so eine Determinante konkret aus-
rechnet. Das ist aber halb so wild und hat gewisse Ahnlichkeiten mit meiner
Vorgehensweise bei der Berechnung des Vektorprodukts.

Man fiigt die ersten beiden Spalten dieser Matrix rechts als vierte und fiinfte
Spalte hinzu. Das ergibt die neue Matrix

1 3 01 3
-1 -12 -1
4 1 2 4 1

Und jetzt mufl man nur noch die Diagonalenelemente miteinander multiplizie-
ren. Offenbar finden sich hier drei Diagonalen, die von links oben nach rechts
unten laufen, und ihre Produkte werden positiv gezéhlt. Das ergibt die Zahl

Di=1-(=1)-243-(=1)-4+40-2-1=—14.
Auflerdem gibt es noch drei Diagonalen, die von rechts oben nach links un-

ten laufen. Auch sie muf3 ich genauso behandeln wie eben, nur dafl dann das
Ergebnis von D, abgezogen wird. Folglich habe ich

Dy=0-(=1)-44+1-(=1)-1+3-2-2=11,
und fiir die gesuchte Determinante D gilt:
D=D,—D,=—14—11 = —25.
Die Ahnlichkeit zu dem oben errechneten Ergebnis ist auffillig, und tatsich-
lich ist das auch immer so: die Determinante der aus den drei aufspannenden

Vektoren gebildeten Matrix entspricht dem Spatprodukt. Also kann ich wieder
schlieflen:

V =|— 25| = 25.
Es macht dabei iibrigens keinen Unterschied, ob Sie die Vektoren als Zeilen in

das rechteckige Schema eintragen oder als Spalten; die Verfahrensweise ist immer
gleich. Hitte ich also eine Vorliebe fiir spaltenorientiertes Vorgehen, dann miifite
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ich die drei gegebenen Vektoren zu der neuen Matrix

2

S W =
N =

-1
-1
zusammenfassen und deren Determinante berechnen. Hinzufligen der ersten bei-

den Spalten am Ende ergibt die Matrix

2 2

S W =
N =
S W =

-1 -1
-1 —1

Zieht man jetzt wieder das Diagonalspiel durch, so ergibt sich:

[abc]=1-(=1)-2+42-1-04+4-3-(=1)—(4-(=1)-04+1-1-(=1)+2-3-2)
=—14—11 = —25,

was kaum noch jemanden iiberraschen diirfte.

Im allgemeinen nennt man dieses Diagonalverfahren zur Berechnung von
Determinanten {ibrigens die Sarrussche Regel. Um gleich Miflverstdndnissen vor-
zubeugen: sie funktioniert ausgezeichnet bei Matrizen mit drei Zeilen und drei
Spalten. Bei allen anderen Matrizen funktioniert sie nicht, aber das werden Sie
in Kapitel 12 noch genauer sehen.

2.11 Untersuchen Sie, ob die Vektoren

1 3
11,1 =3 und | —7
2 2 2

in einer Ebene liegen.

Losung Genau dann liegen drei Vektoren a, b und c in einer Ebene, wenn der
Spat, den sie aufspannen, in Wahrheit nur ein Parallelogramm ist, weil der dritte
Vektor keine ernsthaft neue Richtung mit ins Spiel bringt. In diesem Fall hat der
Spat natiirlich keine rdumliche Ausdehnung, also das Volumen 0. Da der Betrag
des Spatprodukts genau dem Spatvolumen entspricht, ist das gleichbedeutend
mit

[abc] = 0.

Um zu testen, ob die gegebenen Vektoren in einer Ebene liegen, muf ich also
nur ihr Spatprodukt ausrechnen und nachsehen, ob es Null ist. Falls ja, liegen
die Vektoren in einer Ebene, falls nein, liegen sie nicht in einer Ebene. Zum Be-
rechnen des Spatprodukts verwende ich wieder die Determinantenmethode aus
Aufgabe 2.10. Ich schreibe also zunichst einmal die drei Vektoren spaltenweise
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in eine Matrix. Sie lautet:

01 3
1 -3 -7
2 2 2

Jetzt fiige ich wieder die ersten beiden Spalten als vierte und fiinfte Spalte am
Ende hinzu. Das ergibt die neue Matrix:

01 3 01
1 -3 -71-3
2.2 22 2

Nach der Sarrusregel gilt dann:

01 3
det|1-3-7] =0-(=3)-241-(=7)-243-1-2
22 2

—(3-(=3)-240-(=7)-2+1-1-2)
= —8—(—16) =8 #0.

Da die Determinante also von Null verschieden ist, konnen die drei Vektoren
nicht in einer Ebene liegen.

2.12 Wie mufl man x € R wahlen, damit die drei Vektoren

X 1
11,1 -1 und 3
0 1 —1

in einer Ebene liegen?

Losung Die Fragestellung ist hier etwas anders als in Aufgabe 2.11. Wihrend
dort einfach drei konkrete Vektoren gegeben waren, bei denen man testen muflte,
ob sie in einer Ebene liegen, taucht hier im zweiten Vektor noch die Variable
x auf, ein sogenannter Parameter, und je nachdem, welchen Wert x annimmt,
werden die drei Vektoren in einer Ebene liegen oder nicht. Die prinzipielle Vor-
gehensweise ist allerdings genau die gleiche wie vorher: damit drei dreidimen-
sionale Vektoren in einer Ebene liegen, muf} ihr Spatprodukt gleich Null sein,
und deshalb werde ich jetzt zuerst das Spatprodukt der drei Vektoren ausrech-
nen. Dafl in einem der drei Vektoren ein Parameter x vorkommt, ist dabei nicht
weiter storend: bisher habe ich immer nur Zahlen in die Matrix geschrieben,
jetzt wird eben auch noch ein x vorkommen. Der Berechnungsvorschrift fiir
die Determinante kann es aber vollig egal sein, wie die Eintrdge in der Matrix
aussehen. Die Matrix lautet:
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wobei ich die gegebenen Vektoren wieder spaltenweise eingetragen habe. Hin-
zufiigen der ersten beiden Spalten am Ende fiihrt zu der breiteren Matrix

2 x 1 2 x
1-131-11,
0 -10 1

auf die ich jetzt wieder die Regel von Sarrus anwende. Fiir die Determinante D
ergibt sich damit:

D=2-(-1)-(-1)4x-3-041-1-1—(1-(=1)-04+2-3-1+x-1-(=1))
=3—-(6—x)=x—3.

Das Spatprodukt der drei gegebenen Vektoren betrigt also x — 3. Die Vektoren
liegen aber genau dann in einer Ebene, wenn ihr Spatprodukt gleich Null ist.
Folglich gilt:

Die Vektoren liegen in einer Ebene < x —3 =0

< x=3.
Genau dann liegen die drei Vektoren in einer Ebene, wenn x = 3 gilt.

2.13 Bestimmen Sie die Gleichung der Ebene durch die Punkte A = (3,2, 1),
B=1(0,2,—1) und C = (3,0, —4) in der Form ax + by + cz = d.

Losung Wenn die gegebenen drei Punkte nicht gerade alle zusammen auf einer

Geraden liegen, dann gibt es genau eine Ebene, die durch diese Punkte geht. In
x

Abbildung 2.9 ist die Situation skizziert. Ist nunz = | y | der Ortsvektor eines
z

beliebigen Punktes auf dieser Ebene, dann verlduft der Vektor vom Punkt A zum

Punkt (x, y, z) offenbar ganz auf der Ebene, und das ist nicht der einzige Vektor

dieser Art. Auch die eingezeichneten Vektoren AB und AC verlaufen natiirlich

ganz in der Ebene, die durch die drei Punkte A, B und C bestimmt wird. Die

Vektoren AB und AC kann ich aber aus den gegebenen Koordinaten berechnen.

Ich bezeichne sie abkiirzend mit b und ¢ und erhalte:

. 0 3 -3
b= AB = 2 -1 21| = 0
—1 1 -2
und
. 3 3 0
c=AC = 0 —12)=1 -2
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Bild 2.9. Ebene im Raum

Dagegen hat der Vektor von A nach (x, y, z) die Koordinatendarstellung

X 3 x—3
y |- 2 = y—2
z 1 z—1

Nun gibt es aber einen Vektor, der auf allen ganz in der Ebene verlaufenden
Vektoren senkrecht steht, und das wird sich gleich als ausgesprochen niitzlich
erweisen. Da die Ebene von den beiden Vektoren b und c aufgespannt wird,
steht jeder Vektor, der sowohl auf b als auch auf ¢ senkrecht steht, auch schon
senkrecht auf der gesamten Ebene. So ein Vektor ist aber leicht zu finden: hat
man zwei dreidimensionale Vektoren gegeben, so steht das Vektorprodukt aus
beiden Vektoren bekanntlich senkrecht auf diesen beiden. Ich berechne also:

-3 0 0-(=5) — (—2) - (=2) —4
bxc=| 0 | x| -2]=2-0-(5-(=3) = —-15
2 _5 (=3)-(=2)=0-0 6

b x ¢ steht nun senkrecht auf allen Vektoren, die ganz in der Ebene verlaufen,

x—3
insbesondere also auch auf dem Vektor | y —2 |, der ja genau den Weg vom
z—1

Punkt A zum Punkt (x, y, z) beschreibt. Da diese beiden Vektoren senkrecht
aufeinander stehen, mufl ihr Skalarprodukt gleich Null sein, denn der einge-
schlossene Winkel zweier senkrechter Vektoren betrdgt 90° und noch immer ist
der Cosinus von 90° gleich Null. Und das Skalarprodukt kann ich auf die iibliche
Weise als Summe der Koordinatenprodukte ausrechnen. Damit gilt:

x—3
0=(Mbxc-|y-2
z—1
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—4 x—3
= —15 - y—2
6 z—1

=(—4) - x=3)+ (=15 -(y=2)+6-(z—1)
= —4x+ 12— 15y +30+ 6z — 6 = —4x — 15y + 6z + 36.
Folglich ist —4x — 15y + 6z + 36 = 0, und daher lautet die Ebenengleichung

—4x — 15y + 6z = —36,
oder nach Multiplikation der Gleichung mit dem Faktor —1:
4x + 15y — 6z = 36.

Die Methode, die ich hier vorgefiihrt habe, méchte ich noch einmal kurz zusam-
menfassen. Hat man drei Punkte A, B und C im Raum und soll die Gleichung der
Ebene berechnen, die durch diese drei Punkte geht, so bestimmt man zunédchst
die Koordinatendarstellungen der Vektoren b = AB und ¢ = AC sowie die Ko-
ordinatendarstellung des Vektors, der von A zu irgendeinem Punkt (x, y, z) auf
der Ebene fithrt. Anschlieflend bestimmt man das Vektorprodukt b x ¢ und be-
rechnet das Skalarprodukt von b x ¢ mit dem Vektor, der von A nach (x, y, z)
fithrt. Damit sind Sie dann auch schon fertig, denn dieses Skalarprodukt muf}
gleich Null sein, und das ergibt bereits die gesuchte Ebenengleichung.

2.14 Gegeben seien die Punkte A = (1,1,18), B = (2,0,13),C = (3, -2,5)
und D = (1,0, 1).

(i) Zeigen Sie, daf3 D nicht auf der Ebene liegt, die durch A, B und C geht.

(ii) Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden, die durch D geht und senkrecht
auf der Ebene steht, in der A, B und C liegen.

Losung Es gibt grundsitzlich zwei Moglichkeiten, eine Ebene formelmafig dar-
zustellen. Einerseits konnen Sie die sogenannte parameterfreie Form der Ebe-
nengleichung berechnen, wie ich es in Aufgabe 2.13 vorgefiihrt habe. Das ist ein
wenig aufwendig, fiihrt dann aber zu einer angenehmen Ebenengleichung der
Form ax + by + cz = 0, mit der man recht leicht umgehen kann. Andererseits
koénnen Sie aber auch eine paramatrisierte Form der Ebenengleichung angeben,
die auf dem folgenden Prinzip beruht.

Wann immer Sie drei Punkte der Ebene in der Hand haben, ist es natiirlich
moglich, einen davon als Ausgangspunkt anzusehen und die Richtungsvektoren
von diesem Ausgangspunkt zu den anderen beiden Vektoren auszurechnen. Ich
kann also beispielsweise den Ortsvektor von A mit a bezeichnen und zusitzlich

b= AB und ¢ = AC

definieren. Ist dann Z irgendein Punkt auf der Ebene, dann bekomme ich seinen
Ortsvektor z, indem ich zuerst von der Null aus zum Punkt A laufe und dann
von A aus nach Z. Den Weg von A nach Z kann ich mir aber offenbar mit Hilfe
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der beiden Vektoren b und ¢ zusammenkombinieren, denn es gibt zwei reelle
Parameter s und t mit der Eigenschaft:

AZ=t-b+s-c
Insgesamt habe ich damit die Darstellung
z=a+t-b+s-c

und eben diese Darstellung nennt man die parametrisierte Form der Ebenenglei-
chung.

Ob nun ein gegebener Punkt auf einer gegebenen Ebene liegt, kann man mit
beiden Formen der Ebenengleichung entscheiden, und ich werde Ihnen deshalb
im folgenden beide Mdglichkeiten zeigen.

(i) Ich beginne mit der parametrisierten Form. Wie schon in der Vorrede
erwdhnt betrachte ich A als Ausgangspunkt und berechne die Vektoren,
die von A nach B bzw. nach C zeigen. Sie lauten:

2 1 1
b= 0 — 1 = —1
13 18 -5
und
3 1 2
c= -2 | - 1 = -3
5 18 —13

Nach den Bemerkungen von oben kann ich also den Ortsvektor z jedes
Punktes Z auf der Ebene darstellen als:

1 2
z=a+t-b+s.c= 1 |+t | =1 ) +s-| =3 |,
18 -5 —13

wobei t und s reelle Zahlen sind. Falls nun also mein Punkt D tatsdchlich
auf der Ebene liegen sollte, dann muf} er notgedrungen in dieses Schema
passen, und das heifdt, daf§ es Zahlen ¢ und s geben mufl mit:
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Schreibt man das nun komponentenweise auf, dann ergeben sich die drei
Gleichungen:

1=1+ ¢t 4+ 2s
1 — t — 3s
18 — 5t — 13s.

1

Falls es Zahlen ¢t und s gibt, die dieses lineare Gleichungssystem erfiillen,
dann liegt auch D auf der Ebene. Falls ich aber keine passende Lésung
finden kann, dann ist D kein Punkt der Ebene. Nun kann ich aber beispiels-
weise die ersten beiden Gleichungen addieren und erhalte daraus die neue
Gleichung:

1=2—s, also s = 1.
Einsetzen in die erste Gleichung liefert sofort:
1=1+t+2, alsot=—-2.

Sie werden aber bemerkt haben, dafl ich bisher nur die ersten beiden Glei-
chungen verwendet habe; da aber D drei Komponenten hat, mufl auch die
dritte Gleichung erfiillt sein. Und wenn ich mit den berechneten Werten
t = —2,s5 =1 in die dritte Gleichung gehe, dann finde ich:

1=18—-5-(-2)—13-1=184+10—-13 =15,

was offenbar zu einem Widerspruch fiihrt. Es ist daher nicht méglich, alle

drei Gleichungen auf einmal zu l8sen, und deshalb liegt D nicht auf der

Ebene von A, B und C.

Auf die Losung linearer Gleichungssysteme kann ich verzichten, wenn ich

mich gleich fiir die Berechnung der parameterfreien Form entscheide. Ist
x

wiederz = [ y | der Ortsvektor eines beliebigen Punktes auf dieser Ebene,
z

dann verlduft der Vektor vom Punkt A zum Punkt (x, y, z) ganz auf der

Ebene, und das verbindet ihn mit den Vektoren b und ¢, die ich schon

weiter oben berechnet hatte. Nun hat der Vektor von A nach (x, y, z) die

Koordinatendarstellung

X 1 x—1
Y| = 1 = y—1
z 18 z—18

Es gibt aber einen Vektor, der auf allen ganz in der Ebene verlaufenden Vek-
toren senkrecht steht, und das wird sich gleich als ausgesprochen niitzlich
erweisen. Da die Ebene von den beiden Vektoren b und ¢ aufgespannt wird,
steht jeder Vektor, der sowohl auf b als auch auf ¢ senkrecht steht, auch
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schon senkrecht auf der gesamten Ebene. So ein Vektor ist aber leicht zu
finden: hat man zwei dreidimensionale Vektoren gegeben, so steht das Vek-
torprodukt aus beiden Vektoren bekanntlich senkrecht auf diesen beiden.
Ich berechne also:

1 2 (=D (=13) = (=3) - (=5) -2

bxc=| -1 | x| -3 = (=5)-2—(=13)-1 3
-5 ~13 1-(=3)—2-(=1) -1

b x ¢ steht nun senkrecht auf allen Vektoren, die ganz in der Ebene verlaufen,
x—1

insbesondere also auch auf dem Vektor | y —1 |, der genau den Weg
z—18

vom Punkt A zum Punkt (x, y, z) beschreibt. Da diese beiden Vektoren

senkrecht aufeinander stehen, mufd ihr Skalarprodukt gleich Null sein, denn

der eingeschlossene Winkel zweier senkrechter Vektoren betragt 90° und der

Cosinus von 90° ist gleich Null. Und das Skalarprodukt kann ich auf die

iibliche Weise als Summe der Koordinatenprodukte ausrechnen. Damit gilt:

x—1

0=(Mbxco-| y—-1
z— 18

-2 x—1

—1 z—18

=(2)-x—-D+3-(y—D+ (=D -(z—18)
= —2x+2+4+3y—-3—-2z+18=-2x+3y—z+17.

Folglich ist —2x + 3y — z+ 17 = 0, und daher lautet die Ebenengleichung
2x =3y +z=17.

Nun hat aber der Punkt D die Koordinaten D = (1,0, 1), das heif$t, in
diesem Fall ist x =1, y = 0, z = 1. Einsetzen ergibt dann:

2x—=3y+z=2-0+1=3#17,

und damit kann D nicht auf der Ebene liegen.

Im zweiten Teil geht es darum, eine Geradengleichung zu bestimmen,
ndmlich die Gleichung der Geraden, die durch D geht und senkrecht auf
der Ebene steht, auf der A, B und C liegen. Nun handelt es sich hier um
eine Gerade im Raum, und bei solchen Geraden kann man im Gegensatz
zu Geraden in der Ebene keine parameterfreie Form angeben, die sich mit
Hilfe einer einzigen Gleichung ausdriicken laf}t. Das macht aber nichts, denn
auch bei Geraden kann ich auf das Hilfsmittel der parametrisierten Form
zuriickgreifen. Sobald ich einen Punkt D habe, durch den die Gerade gehen
soll, und einen Richtungsvektor, der angibt, in welche Richtung die Gerade
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laufen soll, kann ich die Gerade in der Form
z=d+t-n

mit einem reellen Parameter t beschreiben. Dabei ist d der Ortsvektor des
Punktes D, und n gibt den Richtungsvektor der Geraden an. In unserem
Fall kenne ich natiirlich schon den Punkt, durch den die Gerade gehen soll,
ndmlich D = (1, 0, 1). Daher ist natiirlich

d=1]0],
1

und ich muf} nur noch den Richtungsvektor bestimmen. Da die Gerade aber
senkrecht auf der Ebene stehen soll, muf er so gewdhlt werden, daf} er senk-
recht auf den beiden Vektoren b und c steht, die die Ebene aufspannen. Nun
gibt es aber einen leicht zu bestimmenden Vektor, der auf zwei gegebenen
Vektoren senkrecht steht, ndmlich das Vektorprodukt aus beiden Vektoren,
und das habe ich gliicklicherweise schon in Teil (i) ausgerechnet. Es lautet:

-2
bxc= 3
—1

Da dieses Vektorprodukt auf den beiden die Ebene aufspannenden Vektoren
senkrecht steht, kann ich es als Richtungsvektor fiir die gesuchte Gerade
verwenden. Sie hat also die Gleichung:

1 -2
z=\|0 | +t¢ 3
1 —1

mit einem reellen Parameter t.

2.15  Stellen Sie fest, fiir welche reellen Zahlen x, y der von den drei Vektoren

y 2 -1
0 ,| x| und 1
-2 1

aufgespannte Spat das Volumen 1 hat und gleichzeitig das von den beiden Vek-
toren

y —1
0 und 1
-2

aufgespannte Parallelogramm den Flicheninhalt +/8 hat.
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Losung Wie Sie schon in den Aufgaben 2.9 und 2.10 gesehen haben, berech-
net man das Volumen eines Spats mit dem Spatprodukt, wihrend fiir den
Flicheninhalt eines Parallelogramms der Betrag des Vektorprodukts herhalten
mufl. Zunichst gehe ich das Volumen des Spats an. Sie haben in Aufgabe 2.10
gesehen, wie man ein Spatprodukt mit Hilfe einer Determinante und der Regel
von Sarrus ausrechnen kann, und diese Regel werde ich auch hier verwenden.
Ich schreibe also die beteiligten Vektoren wieder in eine Matrix und berechne
daraus die Determinante

y 2 -1
det 0 x 1
—21 0

Sie werden sich erinnern, wie Sie an den Zahlenwert dieser Determinante her-
ankommen: Sie miissen nur die ersten beiden Spalten noch einmal neben die
bestehende Matrix schreiben und dann diagonalenweise multiplizieren. Es ergibt
sich also die groflere Matrix:

y 2 -1y 2
0 x 1 0 x
—21 0 =21

Die Hauptdiagonalen dieser Matrix sind die drei Diagonalen, die links oben be-
ginnen und sich dann nach rechts unten durchziehen, und die Elemente dieser
drei Diagonalen werden jeweils miteinander multipliziert. Dagegen sind die Ne-
bendiagonalen der Matrix die drei Diagonalen, die rechts oben beginnen und sich
dann nach links unten durchziehen, und auch die Elemente dieser drei Diago-
nalen werden jeweils miteinander multipliziert. Der Unterschied ist nur der, daf}
die aus den Hauptdiagonalen resultierenden Produkte positiv gerechnet werden,
wihrend die Produkte der Nebendiagonalen negativ gerechnet werden miissen.
Damit ergibt sich:

y 2 -1
det|{ 0 x 1 | =p-x-0+2-1-(=2)+(=1)-0-1
-21 0

(1) x- (=2 + y-1-14+2-0-0)
= —4—(2x+y)=—4—2x—y.

Da nun das Volumen des Spats genau dem Absolutbetrag des Spatprodukts ent-
spricht, folgt daraus die Gleichung:

| —4—2x—y|=1.

Das hilft noch nicht sehr viel, denn hier habe ich eine Gleichung mit zwei Un-
bekannten, und um der Losung auf die Spur zu kommen, mufl ich noch die
weiteren Informationen aus der Aufgabenstellung verwenden. Die Fldche des
von den beiden gegebenen Vektoren aufgespannten Parallelogramms finde ich
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mit Hilfe des Vektorprodukts der beiden Vektoren. Wie man so ein Vektorpro-
dukt berechnet, habe ich in der Aufgabe 2.9 erklirt, und ich werde deshalb jetzt
nur noch kommentarlos die pure Rechnung aufschreiben. Es gilt:

y -1 0-0—1-(=2) 2
0 X 1 = (=2)-(-D)=0-y | =] 2
-2 0 y-1=(=1-0 Y

Der Fldcheninhalt des Paralellogramms ist nun leicht zu finden, denn er ist gleich
dem Betrag des Vektorproduktes, das ich gerade berechnet habe. Damit folgt:

Fliche = /22 + 22 + y2 = /8 + y2.

Und gliicklicherweise weif} ich auch, was bei diesem Flicheninhalt herauskom-
men soll, denn die Fliche war mit /8 vorgegeben. Es muf} daher gelten:

V84 y2 =+/8, also 84 y* =8, und damit y = 0.

Jetzt bin ich tatsdchlich schon ein ganzes Stiick weiter, denn ich habe herausge-
funden, daf} die Bedingung fiir die Parallelogrammfldche genau dann erfiillt ist,
wenn y = 0 ist. Mit diesem y kann ich aber in die Gleichung fiir das Spatvolumen
gehen, die ich vorhin berechnet habe. Es galt ndmlich:

| —4—-2x—y|l=1.
Aus y = 0 folgt nun die deutlich einfachere Gleichung:
| —4 —2x| =1, also —4 —2x = =£I.

Die Gleichung —4 — 2x = 1 hat die Losung x = —32, wihrend die Gleichung
—4—2x = —1 die Losung x = —3 hat. Es gilt daher: die geforderten Bedingungen
sind genau dann erfiillt, wenn gilt:

5
= —— d =0
x 5 und y
oder

3
x=-—3 und y = 0.
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3.1 Losen Sie die folgenden Gleichungen:
(i) x*—2x—15=0;

(iii) x> —2x+5=0;

(iii) x* + 6x = —9;

(iv) x* = —4x* — 1.

Hinweis zu (iv): setzen Sie z = x? und lésen Sie zuerst die entstehende
quadratische Gleichung.

Losung

(i) Die Gleichung x*> —2x—15 = 0 ist eine nicht weiter aufregende quadratische
Gleichung, die man nach einem der {iblichen Losungsverfahren angehen
kann. Ich werde Thnen hier zwei zeigen. Die wohl am weitesten verbreitete
Methode besteht in der Anwendung der sogenannten p, g-Formel, einer
allgemeinen Losungsformel, mit der man jede quadratische Gleichung l6sen
kann. Sobald Sie ndmlich eine quadratische Gleichung der Form

x>+ px+q=0

haben, konnen Sie sofort auf die Losungsformel zuriickgreifen und
kaltldchelnd die beiden Lésungen

2
xl.zz—gi g—q

oder auch

O

angeben: da %2 = (%)2 gilt, besagen beide Formeln das Gleiche. Das ist prak-
tisch, weil man sich iiber das Auffinden der Losungen keine Gedanken mehr
machen muf, sondern eine einfach handhabbare Formel zur Verfiigung hat,
in die man nur noch p und g einsetzen mufi.

Da man unter p immer den Koeffizienten von x und unter g immer das
absolute Glied versteht, das ganz ohne x auskommen muf, ist es auch nicht
schwierig, die jeweiligen Werte von p und g herauszufinden. In diesem
Beispiel ist p = —2 und ¢ = —15. Dann ist —£ = 1, und nach der p, g-
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(i)

Gleichungen und Ungleichungen

Formel gilt:

xi,=12/12—(—15)=1+£/16=1+4.

Folglich ist x; = —3 und x, = 5, wobei es natiirlich keine Rolle spielt,
in welcher Reihenfolge Sie die Losungen angeben: wenn man umgekehrt
x1 = 5 und x, = —3 schreibt, dann ist das genauso richtig.

Wer keine vorgestanzten Losungsformeln mag, kann die p, g-Formel auch
vollstindig vermeiden und sich statt dessen auf die quadratische Ergdnzung
stlirzen. Sie beruht auf der binomischen Formel und wandelt den vorliegen-
den quadratischen Term in ein Binom um. Dafiir muf§ man natiirlich einen
kleinen Preis bezahlen, aber so teuer ist das alles nicht, wie Sie gleich sehen
konnen. In der Gleichung

X —=2x—15=0

haben wir links ganz sicher kein Binom stehen: da in der Mitte —2x auf-
taucht, miiffte ich mich auf die zweite binomische Formel konzentrieren,
so daf3 also 2x das berithmte doppelte Produkt zu sein hétte. Da nun aber
nach einem Ausdruck der Form (x —a)? = x* — 2ax+a* gesucht wird, kann
nur 2ax = 2x und damit auch a = 1 gelten. Wir kdnnen aber kaum damit
rechnen, dal dann a> = —15 sein wird, denn offenbar ist a> = 1. Die linke
Seite der Gleichung muf also etwas umgeformt werden, damit sie etwas mit
einem Binom zu tun hat. Es gilt aber:

—2x—15=x*—2x+1—-16= (x — 1)*> — 16.

Damit habe ich die linke Seite geschrieben als Binom - Zahl, und das wird
sich gleich auswirken. Jetzt habe ich ndmlich:
X —2x—15=0 & (x—1)>—16=0
& (x—1)Y% =16
& x—1==+/16
&S x—1=24
& x=1=+4,
also wieder die Ergebnisse x; = —3 und x, = 5.
Auch bei der Gleichung x* — 2x + 5 = 0 handelt es sich offenbar um eine
quadratische Gleichung, aber bei Anwenden der p, g-Formel stellt sich her-

aus, daf} sie sich von der Gleichung aus (i) doch ein wenig unterscheidet.
Wir haben hier p = —2 und g = 5. Daraus folgt:

x1.2:1:|:\/1—5:1:|:\/—4.

Nun gibt es zwei Mdglichkeiten, und sie hdngen davon ab, in welchem
Zahlenbereich man sich bewegt. Hat man als Grundmenge die Menge R der
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reellen Zahlen, dann ist diese Gleichung natiirlich unldsbar, da es keine reelle
Wurzel aus —4 gibt. In diesem Fall ist die Losungsmenge die leere Menge.
Bewegt man sich aber in der Grundmenge C der komplexen Zahlen, so gibt
es wie iiblich zwei Losungen, da in der Menge C Wurzeln aus negativen
Zahlen sehr wohl existieren. Definiert man die sogenannte imaginére Einheit
i als i = «/—1, dann ist namlich

VA= A (D = VAT =2

auf Grund der alten Regel v/a - b = /a-+/b. Damit ergeben sich die Lésun-
gen

X, =1%2/1-5=14+/—-4=1+£2i

Folglich ist x; =1 —2i und x, = 1 4 2i.

(iii) Auch bei der Gleichung x* + 6x = —9 tritt eine Besonderheit auf, wenn

(iv)

auch nicht ganz so schlimm wie in Punkt (ii). Dal man zunichst die 9 auf
die andere Seite bringen muf, um die {ibliche Form einer quadratischen
Gleichung zu erhalten, ist wohl nicht sehr tiberraschend. Sobald ich aber
auf die entstehende Gleichung x> + 6x + 9 = 0 die p, g-Formel mit p = 6
und g = 9 anwende, finde ich:

X1’2=—3ﬂ:\/9— = -3.

Folglich ist x; = x, = —3. Die Gleichung hat zwar wie jede quadratische
Gleichung zwei Losungen, aber diese Losungen fallen zusammen, so daf3 ich
nur die doppelte Lésung —3 erhalte. Sie brauchen nur den Term x* + 6x + 9
auf der linken Seite der Gleichung anzusehen, um den eigentlichen Grund
dafiir zu verstehen: nach der ersten binomischen Formel ist x* 4+ 6x + 9 =
(x + 3)%, und daher gilt:

¥ +6x+9=0 (x+3>=0sx+3=0.

Der Linearfaktor x+3 kommt hier eben doppelt vor, und deshalb ist x = —3
auch eine doppelte Nullstelle.

Die Gleichung x* = —4x* — 1 sieht gar nicht nach einer quadratischen
Gleichung aus, sondern ist eindeutig eine Gleichung vierten Grades, aber
man kann sie auf eine quadratische Gleichung reduzieren. Zunéchst bringe
ich alles auf eine Seite und erhalte

a4t +1=0.

Zum Gliick kommt die Unbekannte x nur mit den Exponenten 4 und 2
in der Gleichung vor, und das ermdoglicht es, eine quadratische Gleichung
zu erzeugen. Setzt man ndmlich z = x?, so ist natiirlich 22 = (x?)? = x*.
Ich brauche also nur die Gleichung von x auf z umzuschreiben, um eine
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quadratische Gleichung in z daraus zu machen, denn es gilt:
XAt 1 =244z 4+ 1.
Die neue Gleichung lautet also:
Z+4z+1=0.
Mit p = 4 und g = 1 liefert dann die p, g-Formel:

Zia=—24V4—1=-2+/3=-2+41732

mit einer Genauigkeit von drei Stellen nach dem Komma. Folglich ist
z; = —3.732 und z, = —0.268. Damit bin ich aber noch nicht fertig, denn
die urspriingliche Gleichung hatte die Unbekannte x, und bisher habe ich
nur die Losungen fiir die ,Hilfsunbekannte“ z bestimmt. Da ich z = x?
gesetzt hatte, muf3 umgekehrt x die Wurzel aus z sein. Nun habe ich al-
lerdings zwei Losungen fiir z ermittelt, und jede dieser Losungen hat wie
iiblich zwei Quadratwurzeln, so daf} ich mit insgesamt vier Losungen fiir x
rechnen muf - bei einer Gleichung vierten Grades eigentlich keine grofle
Uberraschung. Leider sind sowohl z; als auch z, negativ, weshalb alle x-
Losungen komplex sein werden: das ist nicht schon, aber nicht zu verhin-
dern. Aus z; gewinne ich wegen +/3.732 = 1.932 die komplexen Lésungen
x1 = —1.932i, x, = 1.932i, und aus z, erhalte ich wegen +/0.268 = 0.518
die komplexen Losungen x3 = —0.518i, x, = 0.518i.

Man nennt eine solche Gleichung in x, bei der nur die Potenzen x* und x>
vorkommen, eine biquadratische Gleichung.

3.2 Losen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme:

@
X +y +z =26
3x — 2y — 2z = -7
2x + y — z = 1.
(i)
2x + y =0
x +2y+ z =4
—Xx y — 3z =0.

Losung Lineare Gleichungssysteme 16st man in der Regel mit dem Gauf3schen
Algorithmus, der dafiir sorgt, daf} die etwas unsystematischen Methoden des
Additionsverfahrens aus der Schulzeit ordentlich und in einer klar definierten
Reihenfolge angewendet werden. Die Idee besteht dabei darin, alle Koeffizienten
eines Gleichungssystems sowie die rechte Seite in einer Matrix zu versammeln
und dann diese Matrix mit einigen zuldssigen Operationen so zu manipulie-
ren, dafl man aus der Matrix mehr oder weniger direkt die Losung des linearen
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Gleichungssystems ablesen kann. Was dabei unter der Formulierung ,mehr oder
weniger” zu verstehen ist, werde ich Thnen gleich am ersten Beispiel erkldren.
Bei den zuldssigen Operationen muf! man sich nur iiberlegen, was man iiblicher-
weise alles mit solchen linearen Gleichungen anstellen darf, ohne ihren Inhalt zu
verdndern. Man darf sie mit einer von Null verschiedenen Zahl multiplizieren,
und da die Zeilen meiner Matrix jeweils einer Gleichung entsprechen werden,
darf man das gleiche auch mit den Zeilen der Matrix machen. Und natiirlich darf
man auch das Vielfache einer Gleichung auf eine andere addieren, was sich dann
ebenfalls auf die Zeilen der Matrix {ibertragen laft. Schliefilich ist es den Glei-
chungen auch egal, in welcher Reihenfolge man sie aufschreibt, und das heifit,
bei Bedarf ist es erlaubt, die Zeilen der Matrix zu vertauschen. Nach diesen
Vorbemerkungen wende ich mich jetzt den Aufgaben zu.

(i) Das Gleichungssystem

X +y +z =26
3x — 2y — 2z = -7
2+ y —z = 1

wird iibersetzt in die Matrix

11 1 6
3 -2-2-71,
21 -1 1

wobei die Eintrdge in der Matrix entstehen, indem man nur noch die Ko-
effizienten der Unbekannten x, y und z nebeneinander schreibt und dann
noch die rechte Seite der jeweiligen Gleichung ergénzt. Jede Zeile der Matrix
entspricht also einer Gleichung. Beim Additionsverfahren ist man dann be-
kanntlich darauf aus, Unbekannte zu eliminieren, und das entspricht beim
Gauf3-Algorithmus dem Erzeugen mdglichst vieler Nullen an den richtigen
Stellen der Matrix. Im Prinzip lduft es immer darauf hinaus, daf man iiber-
all unterhalb der Hauptdiagonalen - das ist die Diagonale, die oben links
anfingt und sich dann nach rechts unten durchzieht - Nullen stehen ha-
ben mochte. Sobald dieses Ziel erreicht ist, kann man das Gleichungssystem
leicht 16sen.

Nun steht links oben eine 1, und ich will die Eintrdge unterhalb dieser 1
zu Null werden lassen. Zu diesem Zweck subtrahiere ich das Dreifache der
ersten Zeile von der zweiten und das Doppelte der ersten Zeile von der
dritten. Das ergibt die neue Matrix:

11 1 6
0 -5 -5 -25
0 —-1-3-11
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Ein Blick auf die zweite Zeile zeigt, dafl man sich das Leben etwas vereinfa-
chen kann, indem man diese Zeile durch —5 dividiert. Dann habe ich:

11 1 6
01 1 5
0 -1 -3 -11

Jetzt mufl ich noch die —1 in der dritten Zeile loswerden, und dazu addiere
ich einfach die zweite Zeile auf die dritte. Daraus folgt:

11 1 6
01 1 5
00 -2 —6
Die Matrix befindet sich jetzt schon in einem Zustand, der das einfache

Berechnen der Losungen erlaubt. Ubersetzt man die letzte Zeile wieder in
eine Gleichung, so lautet sie

—2z = —6, also z = 3,
und schon habe ich z herausgefunden. Die zweite Zeile lautet als Gleichung
y+z=5,

und da ich z bereits kenne, kann ich hier den Wert z = 3 einsetzen. Damit
bekomme ich

y+3=5, also y =2.
Und schliefSlich habe ich auch noch die erste Zeile, die fiir die Gleichung
xX+y+z=6
steht. Einsetzen von y = 2 und z = 3 fiihrt dann zu dem Ergebnis
x+5=26, also x = 1.

Damit ist das lineare Gleichungssystem bereits vollstindig gelost, und die
Losung lautet x =1, y =2,z = 3.

Ich sollte an dieser Stelle darauf hinweisen, dafl im Losungsteil meines Lehr-
buchs ,,Mathematik fiir Ingenieure“ sowohl in der ersten wie auch in der
zweiten Auflage eine falsche Losung dieses Gleichungssystems angegeben
ist: dafiir nehme ich alle Schuld auf mich, und ab der dritten Auflage ist
dieser Fehler korrigiert.

Nun hatte ich aber vorhin gesagt, daf man aus der Matrix mehr oder we-
niger direkt die Losung des linearen Gleichungssystems ablesen kann. Die
eben besprochene Methode steht fiir das ,,weniger”, denn ich mufte noch
die resultierenden Zeilen der Matrix in Gleichungen umwandeln und diese
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Gleichungen dann Schritt fiir Schritt durch Einsetzen der bereits berechne-
ten Losungen auflésen. Das kann man auch konsequenterweise innerhalb der
Matrix machen, indem man nicht nur wie eben gezeigt von oben nach unten,
sondern auch zusétzlich noch von unten nach oben rechnet. Ich nehme also
noch einmal die Matrix

6
5
-2 —6

11 1
01 1
00

her und teile die letzte Zeile durch —2. Dann erhalte ich

1
0
0

O =
—_— = =
w U1

Zieht man dann die dritte Zeile von der zweiten und der ersten Zeile ab, so
ergibt sich die Matrix:

—_—_o O

1103
0102
0013

Abziehen der zweiten Zeile von der ersten liefert dann

S O =
S = O
—_—o O
W N =

Und jetzt liefert das Zuriickiibersetzen der Zeilen in Gleichungen die duf3erst
tibersichtlichen Gleichungen

x=1,y=2und z=3,

zu denen ich wohl nichts weiter mehr sagen mufi. Sobald Sie also die Matrix
mit Hilfe der zuldssigen Operationen so weit gebracht haben, dal - von
der rechten Seite abgesehen - in der Hauptdiagonale nur Einsen stehen und
ansonsten ausschliefllich Nullen, dann konnen Sie direkt in der letzten Spalte
die Losungen ablesen.

(ii) Das lineare Gleichungssystem

2x + y =0
x +2y+ z 4
—x + y —3z=0

muf ich jetzt nicht mehr in aller Ausfiihrlichkeit besprechen, sondern ich
werde mich darauf beschrinken, die ndtigen Operationen durchzurechnen.
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3.3
@

Gleichungen und Ungleichungen
In Matrixform lautet das Gleichungssystem:

2 0
1 1

S O

-1 -3
Am einfachsten ist es, wenn ich die ersten beiden Zeilen vertausche, weil
ich dann links oben eine 1 stehen habe und das die weiteren Operationen
erleichtert. Ich habe dann also die Matrix:

1 21
210
-11-3

S O

Nun ziehe ich das Doppelte der ersten Zeile von der zweiten ab und addiere
die erste Zeile auf die dritte. Das ergibt:

1 2 1 4
0 -3 -2 -8
0 3 -2 4

Addieren der zweiten auf die dritte Zeile fiithrt zu:

1 2 1 4
0 -3 -2 -8
0 0 —4 —4

Nun bin ich wieder soweit, daf} ich die letzte Zeile in eine Gleichung iiber-
setzen kann. Sie lautet:

—4z = —4, also z = 1.
Die zweite Zeile ergibt die Gleichung
—3y—2z=-8, also —3y —2 = —8 und damit y = 2.
Schliefilich erhalte ich aus der ersten Zeile die Gleichung
x+2y+z=4, dasheiit x+4+1=4, also x = —1.

Die Losung lautet also x = —1, y =2,z =1.

Bestimmen Sie die reellen Losungen der folgenden Ungleichungen:

X4+x>2

Gi) |x—2| > x%;

(i) =1 > 1.
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Losung Grundsitzlich verursachen Ungleichungen im Vergleich zu Gleichun-

gen zwei unangenehme Probleme, denn erstens muff man damit rechnen, dafl

sie unendlich viele Lésungen haben und zweitens ist bei verschiedenen Umfor-
mungen Vorsicht geboten: aus 5 > 3 folgt duch Multiplizieren mit —1 eben

—5 < —3, weil sich beim Multiplizieren mit negativen Zahlen das Relationszei-

chen umdreht. Wenn man aber diese beiden Eigenarten im Hinterkopf behilt

und etwas Vorsicht walten 148, sind auch Ungleichungen gar nicht mehr so
schlimm.

(i) Die Ungleichung x* 4+ x > 2 bringe ich zunichst auf die Standardform x* +
x —2 > 0. Es handelt sich hier um eine quadratische Ungleichung, die man
am besten angeht, indem man zuerst einmal die zugehdrige quadratische
Gleichung 16st. Sie lautet

X 4+x—2=0

und hat nach der p, g-Formel die Lésungen

] 1 1 o 1 3
S Y £ S G
Ma=—o =gt 2 \/; 272

Folglich ist x; = —2 und x, = 1. Nun habe ich allerdings die Gleichung
gel6st und noch nicht die Ungleichung. Das macht aber gar nichts, denn
sobald man die Losung der Gleichung kennt, ist man von der Losung der
Ungleichung nur noch einen Schritt entfernt, wenn man ein wenig auf die
alten Schulkenntnisse {iber Parabeln zuriickgreift. Sie wissen vielleicht noch
aus der Mittelstufe, dal das Bild der Funktion y = x*> + x — 2 eine nach
oben gedffnete Parabel darstellt, die bei den Nullstellen x; = —2 und x, =1
durch die x-Achse geht.

Das sieht dann so aus wie in Abbildung 3.1, und Sie konnen direkt ablesen,
wann die Ungleichung x*>+x—2 > 0 erfiillt ist: die Funktion ist dann gréfer
als Null, wenn ihr Funktionsgraph iiber der x-Achse liegt. Offenbar ist das
genau dann der Fall, wenn x > 1 oder x < —2 gilt. Damit erhalte ich die
Losungsmenge:

L={x|x<-=2}U{x|x>1}=(—00,—=2)U(1,00).

3 B -1 0 1 2
X
-1

Bild 3.1. Parabel
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(i) Betragsungleichungen wie |x —2| > x? machen etwas mehr Miihe, weil man

bei ihnen Fallunterscheidungen vornehmen mufi. Der Ausdruck |x — 2| ist
nun einmal verschieden zu behandeln, je nachdem, ob der Term innerhalb
der Betragsstriche positiv oder negativ ist. Deshalb unterscheide ich die
beiden Fille x —2>0und x —2 < 0 bzw. x > 2 und x < 2.

Fall 1: x > 2. Dann ist x — 2 > 0, und der Betrag einer positiven Zahl ent-
spricht gliicklicherweise dieser Zahl selbst. Fiir x > 2 lautet die Ungleichung
also

x—2 > x*, und damit x> —x+2 < 0.

Ich 16se diese Ungleichung genauso wie in Aufgabe (i), indem ich zuerst die
entsprechende quadratische Gleichung 16se und anschliefiend nachsehe, was
sich an Hand der Parabel iiber die Ungleichung sagen l4f}t. Die Gleichung
x> — x + 2 = 0 hat die Losungen

1 1 1 7
xlzzf:l: - —2=-4 ——.
’ 2 4 2 4

Das sieht auf den ersten Blick nicht gut aus, hat aber seine Vorteile, denn
offenbar sind die Losungen der Gleichung komplexe Zahlen, weshalb es
keine reellen Losungen gibt. Die Parabel der Funktion y = x> — x + 2
schneidet daher nirgends die x-Achse, und da sie nach oben geédffnet ist,
bleibt ihr gar nichts anderes iibrig als immer iiber der x-Achse zu liegen.
Abbildung 3.2 bestitigt diese Uberlegung.

Folglich gilt fiir alle x € R die Ungleichung x* — x + 2 > 0, und Sie wer-
den kein reelles x finden, das die Ungleichung x*> — x 4+ 2 < 0 erfiillt. Die
Losungsmenge fiir den ersten Fall ist also die leere Menge, und ich schreibe
]L 1 — V).

Fall 2: x < 2. Dann ist x — 2 < 0, und der Betrag einer positiven Zahl
entspricht leider nicht dieser Zahl selbst, sondern der Zahl mit gedndertem
Vorzeichen. Fiir x < 2 lautet die Ungleichung also

—(x —2) > x%, somit 2 — x > x* und daher x> +x — 2 < 0.

144

Bild 3.2. Parabel
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Die Lésungen der entsprechenden quadratischen Gleichung x* +x —2 =0
lauten wieder wie in Aufgabe (i):

1 1 1 9 1 3
=4 -42=—ot/o=—Z %>
1,2 2 i 2 \/; 272

also x; = —2 und x, = 1. Nun geht es aber darum, fiir welche x < 2
der Ausdruck x?> + x — 2 kleiner als Null ist. Die Parabel der Funktion
y = x*+x—2 liegt genau fiir die x-Werte zwischen —2 und 1 unterhalb der
x-Achse, wobei die Werte —2 und 1 selbst nicht zuldssig sind, weil bei ihnen
ja genau Null herauskommt. Es sind zwar in meinem Fall 2 nur x-Werte
unterhalb von 2 zugelassen, aber das macht hier keinen Unterschied, weil
die in Frage kommenden x-Werte ohnehin zwischen —2 und 1 liegen und
damit automatisch auch kleiner als 2 sind. Damit ergibt sich fiir den zweiten
Fall die Losungsmenge

Lo={x| -2<x<1}=(-2,1).

Die gesamte Losungsmenge erhdlt man dann als Vereinigung beider
Teillosungen, und das heifit:

L=L,UL,=0U(=2,1)=(-2,1).

Auch hier muf§ ich mich zu einem Fehler bekennen, der sich im Lehrbuch
»Mathematik fiir Ingenieure” hartnéckig bis zur zweiten Auflage gehalten
hat: die Losung wird dort als abgeschlossenes Intervall [—2, 1] angegeben,
was bedeuten wiirde, dafl auch die Randpunkte —2 und 1 dazu gehoren.
Wie Sie gesehen haben, ist das aber nicht der Fall, und die korrekte Losung
lautet . = (=2, 1).

(iif) Auch zum Lésen der Ungleichung 1 > 1 muf} man auf eine Fallunterschei-
dung zuriickgreifen. Es ist ja ziemlich klar, daf$ man den Bruch irgendwie
loswerden und deshalb die Ungleichung mit dem Nenner durchmultipli-
zieren muf. Das Multiplizieren mit einer negativen Zahl dreht aber das
Relationszeichen um, und daraus folgt, daf} ich unterscheiden muf;, ob der
Nenner x — 1 positiv oder negativ ist.

Fall 1: x > 1. Dann ist x — 1 > 0, und ich kann einfach mit dem Nenner
durchmultiplizieren, ohne mir weitere Gedanken zu machen. Aus i—f} > 1
folgt dann x + 1 > x — 1, was offenbar fiir alle denkbaren x-Werte stimmt.
Diese Ungleichung ist also allgemeingiiltig, aber Sie miissen bedenken, daf}
ich von vornherein im Fall 1 nur x-Werte zugelassen hatte, die grofler als
1 sind. Sofern also x > 1 gilt, ist auch die Ungleichung erfiillt, und damit

habe ich die erste Lésungsmenge

Li={x]|x>1}=(,00).
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Fall 2: x < 1. Dann ist x — 1 < 0, und ich kann zwar mit dem Nenner
durchmultiplizieren, aber dabei wird sich das Relationszeichen @ndern, so
daf ich die neue Ungleichung x + 1 < x — 1 erhalte. Das ist aber fiir kein
x der Welt méglich, also gilt fiir die Losungsmenge des zweiten Falls:

L,=40.

Die Gesamtlosungsmenge erhalte ich wieder als Vereinigung der beiden
Teillsungen, und das bedeutet:

L=L,UL,=(,00)U#=(1,00).

3.4 Zur Frithstiickspause am Montag kauft sich ein Arbeitnehmer in der Kan-
tine einen Kaffee, ein Brétchen und die Bild-Zeitung zum Gesamtpreis von 2,25
Euro. Dienstags nimmt er sich zwei Kaffee, zwei Brotchen von der gleichen Sorte
wie am Tag zuvor und wieder die Bild-Zeitung zum Gesamtpreis von 3,50 Euro.
Am Mittwoch ist ihm die Lust auf die Bild-Zeitung vergangen, und er nimmt sich
nur noch ein Brotchen der iiblichen Sorte und einen Kaffee zum Gesamtpreis
von 1,35 Euro. Zeigen Sie mit Hilfe des Gauf3-Algorithmus, dafy sich im Lauf
dieser drei Tage die Preise gedndert haben miissen.

Losung Ich bezeichen den Preis fiir einen Kaffee mit x, den Preis fiir ein
Brotchen mit y und den Preis fiir die Zeitung mit z. Dann ergeben sich aus
den Friihstiicksgewohnheiten des Arbeitnehmers die drei Gleichungen:

x + y +z= 225
2x + 2y + z = 35
x + y = 1.35.

In Matrixform lautet das Gleichungssystem:

111225
221 35
1160 1.35

Ich gehe nun wieder nach dem Schema des Gauf3-Algorithmus vor, muf also das
Doppelte der ersten Zeile von der zweiten abziehen und die erste Zeile selbst
von der dritten. Das ergibt:
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Und nun sehen Sie sich die dritte Zeile an. Ubersetzt in eine Gleichung lautet sie
0-z=0.1, also 0 = 0.1. Das ist offenbar nicht méglich, und daraus folgt, dafl
dieses Gleichungssystem keine Losung haben kann. Wéren aber innerhalb der
betrachteten drei Tage die Preise konstant geblieben, dann miifite es eine Losung
des Gleichungssystems geben, ndmlich genau die Preise fiir Kaffee, Brétchen und
Zeitung. Folglich wurden innerhalb dieser drei Tage die Preise geéndert.

Sie sehen an diesem kleinen Beispiel, daf§ lineare Gleichungssysteme durch-
aus nicht immer eindeutig losbar sein miissen: es kann auch passieren, daf} es
iberhaupt keine Losung oder sogar unendlich viele Losungen gibt.

3.5 Bestimmen Sie die reellen Losungen der folgenden Ungleichungen.
(i) 3x—2>x%

i x—1 .
) 7525

(iii) |x + 1] < x2.

Losung Wie schon in der Vorbemerkung zu Aufgabe 3.3 erwéhnt, sind Unglei-
chungen nicht ganz so pflegeleicht wie Gleichungen: abgesehen davon, dafl bei
ihnen unendlich viele Losungen fast schon die Regel sind, muff man vor allem
beim Dividieren und Multiplizieren aufpassen. Einer Gleichung ist es egal, ob sie
mit einer positiven oder einer negativen Zahl multipliziert wird, aber bei einer
Ungleichung dreht die Multiplikation mit einer negativen Zahl des Relationszei-
chen um. Sie brauchen nur die einfache Ungleichung 2 < 3 mit der negativen
Zahl —1 zu multiplizieren, um die neue Ungleichung —2 > —3 zu erhalten, denn
die —2 liegt auf der Zahlengeraden nun einmal rechts von der —3 und ist damit
grofler. Wenn man aber diese Eigenart der Ungleichungen immer im Hinterkopf
behilt, dann sind sie gar nicht mehr so schlimm.
(i) Die quadratische Ungleichung 3x — 2 > x* gehe ich wie die quadratische
Ungleichung in Aufgabe 3.3 an, indem ich zunichst alles auf eine Seite
bringe und damit die Ungleichung

¥ —=3x+2<0

erhalte. Vielleicht kdnnen Sie sich noch erinnern, wie ich am besten vorgehe:
zuerst einmal 16se ich die zugehorige quadratische Gleichung, und dann
sehe ich zu, was ich mit der Lésung dieser Gleichung anfangen kann. Die
Gleichung selbst lautet:

¥ —3x+2=0

und hat nach der p, g-Formel die Losungen

3 /9 3 1 3.1
x12=f:t —2=:l:\/>=:|:
’ 2 4 2 4 2 2

Folglich ist x;, = 1 und x, = 2. Leider habe ich jetzt nur die Gleichung
gelost und noch nicht die Ungleichung. Das macht aber gar nichts, denn
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(i)

i) T—"2 3 4

i Bild 3.3. Parabel

sobald man die Losung der Gleichung kennt, ist man von der Losung der
Ungleichung nur noch einen Schritt entfernt, wenn man ein wenig auf die
alten Schulkenntnisse iiber Parabeln zuriickgreift. Genau wie in Aufgabe
3.3 muf$ ich mir jetzt nur noch iiberlegen, wie das Bild der Funktion y =
x? — 3x + 2 aussieht: es handelt sich um eine nach oben gedffnete Parabel,
die bei den Nullstellen x; = 1 und x; = 2 durch die x-Achse geht.

Das sieht dann so aus wie in Abbildung 3.3, und Sie konnen direkt ablesen,
wann die Ungleichung x> —3x+2 < 0 erfiillt ist: die Funktion ist dann kleiner
als Null, wenn ihr Funktionsgraph unterhalb der x-Achse liegt. Offenbar ist
das genau dann der Fall, wenn gleichzeitig x > 1 und x < 2 gilt. Damit
erhalte ich die Losungsmenge:

L={x|x>1}N{x|x<2}={x|1<x<2}=(1,2).

Die Ungleichung hat also als Losungsmenge die Menge aller x, die echt
zwischen 1 und 2 liegen.

Zum Losen der Ungleichung 5=% > 1 muf ich auf eine Fallunterscheidung
zuriickgreifen, denn hier kommt genau das zum Tragen, was ich oben {iber
das Multiplizieren einer Ungleichung mit einer negativen Zahl gesagt habe.
Natiirlich muf3 ich den Bruch irgendwie loswerden und habe deshalb das
Bediirfnis, die Ungleichung mit dem Nenner durchzumultiplizieren. Das
Multiplizieren mit einer negativen Zahl dreht aber das Relationszeichen um,
und daraus folgt, dafl ich unterscheiden muf3, ob der Nenner 2x + 3 positiv
oder negativ ist.

Fall 1: x > —%. Dann ist 2x 4+ 3 > 0, und ich kann einfach mit dem Nenner
durchmultiplizieren, ohne mir weitere Gedanken zu machen. Aus 2’;113 > 1
folgt dann x — 1 > 2x + 3. Nun bringe ich alle x-Terme auf eine und alle

reinen Zahlen auf die andere Seite und erhalte:

—4 > x, also x < —4.

Sie diirfen aber nicht vergessen, dafl ich von vornherein im Fall 1 nur x-

Werte zugelassen hatte, die grofler als —3 sind, und innerhalb der Menge

dieser x-Werte mufl ich mir jetzt die heraussuchen, die kleiner als oder
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gleich —4 sind. Man kann aber nicht gleichzeitig grofer als —3 und kleiner
oder gleich —4 sein, also hat die Ungleichung im Fall 1 keine Losung. Es

gilt also fiir die erste Losungsmenge:
L,=4.

Fall 2: x < —%. Dann ist 2x + 3 < 0, und ich kann zwar mit dem Nenner
durchmultiplizieren, aber dabei wird sich das Relationszeichen &ndern, so
daf} ich die neue Ungleichung x — 1 < 2x + 3 erhalte. Indem ich wieder x

auf die eine Seite bringe und den Rest auf die andere, erhalte ich daraus:
—4 < x, also x > —4.

Wie sieht es jetzt mit der Losungsmenge aus? Ich habe herausbekommen,
dal x > —4 sein mufi, aber zugelassen waren in diesem Fall 2 nur die x-
Werte mit x < —3. Hier gibt es allerdings im Gegensatz zu Fall 1 keinen
Widerspruch, da man durchaus gleichzeitig kleiner als —3 und grofler oder
gleich —4 sein kann, ndmlich genau dann, wenn x zwischen beiden Zahlen
liegt. Es gilt also:

3 3 3
Ly=<x|x>—-4undx<—=p,=<x| —4<x<——=p=|—4—=].
2 2 2

Die Gesamtlosungsmenge erhalte ich nun als Vereinigung der beiden
Teillosungen, und das bedeutet:

L=L,UL,=0U {_4,_3) _ {_4’_3)
2 2

(iii) Die Ungleichung |x + 1| < x? kann man genauso behandeln wie die Be-
tragsungleichung in Aufgabe 3.3(ii), indem man unterscheidet, ob x + 1
positiv oder negativ ist und dann die jeweils entstehenden quadratischen
Ungleichungen 16st. In solchen Féllen ist aber manchmal auch eine etwas
andere Methode anwendbar, die ich Thnen hier zeigen mochte. Sie kénnen
sich ndmlich auch gleich am Anfang iiberlegen, wie die beteiligten Funktio-
nen aussehen, und das sind einerseits y = |x + 1| und andererseits y = x?.
Fiir y = x* ist das mehr als einfach, denn hier geht es nur um die iibliche
Normalparabel. Beim Betrag ist das schon etwas komplizierter, da Sie wohl

oder iibel zwei Fille unterscheiden miissen. Fiir jede reelle Zahl a ist

|a|:{a falls a > 0
—a fallsa<0 '’

denn bei einer negativen Zahl ist —a wieder positiv. Daher ist nun:

x+1 falls x > —1

1| =
X+ 1 {—x—l falls x < —1 °



Gleichungen und Ungleichungen

5 /
.\/
\ o) /
\ /
\
/
\ 4] /
N S
\\.\ / o
\ 2/ P ; /
N -
T~ >
2 1 0B 1 2

x ¥ Bild 3.4. Betragsfunktion und Parabel

denn die Bedingung x 4+ 1 > 0 ist gleichbedeutend mit x > —1, und wenn
man im Falle x+1 < 0 zu —(x+1) tibergehen muf, dann liefert das natiirlich
—x — 1. Jetzt kann ich aber die beiden Funktionen einzeichnen: die Parabel
bedarf keiner Erwdhnung mehr, und die Betragsfunktion besteht aus einer
Kombination der beiden Geraden y = —x — 1 und y = x + 1, wobei die
erste Gerade fiir x < —1 giiltig ist und die zweite fiir x > —1. In Abbildung
3.4 konnen Sie die Funktionen bewundern.

Und jetzt sehen Sie auch schon, was los ist. Die Betragsfunktion kann nur
dann grofer oder gleich der Funktion y = x* werden, wenn sich die x-Werte
zwischen den Schnittpunkten des rechten Zweiges der Betragsfunktion und
der Parabel aufhalten; ansonsten ist immer |x + 1| < x?. Der rechte Zweig
hat aber die Gleichung y = x + 1, und Schnittpunkte erhalte ich durch
Gleichsetzen. Ich setze also:

=x+1lalsox’—x—1=0.

Die p, g-Formel liefert die Losungen:

1 1 1511
I I Y NG
a=g =\ ti=g \/; 2 2f

Somit ist x; = § — 13/5 und x, = 1 + 14/5. Wie wir uns bereits iiberlegt
hatten, ist die gegebene Ungleichung genau dann erfiillt, wenn x < x; oder

x > x, ist, und das heif3t:

1 1 1 1

(=303 35)

L



4 Folgen und Konvergenz

4.1 Bestimmen Sie, sofern vorhanden, die Grenzwerte der nachstehenden Fol-
gen.

: _ n?—3n+1 .
O an = Frimaeess

s _ 2n'—3n2+17 .,
(i) br = {o00m 4nrns

2n*+50n—1
10n3—3n%+n—1"

(iii) ¢, =
Losung Bei allen drei Folgen handelt es sich um Standardfille, die man auch
alle nach der gleichen Methode angehen kann. Sobald eine Folge sich als Bruch
darstellt, dessen Zdhler und Nenner Polynome in der laufenden Variable # sind,
geht man am besten so vor, dafl man den Bruch durch die héchste vorkom-
mende Potenz der laufenden Variablen kiirzt, also Zahler und Nenner durch
diese hochste Potenz von n dividiert. Dabei gibt es drei mégliche Fille, und
dieses drei Fdlle werden von den drei folgenden Beispielen abgedeckt.

(i) Bei der Folge a, = W’}:;% lautet die hdchste Potenz in Zihler und in

Nenner n?, weshalb ich durch n? kiirze. Dann gilt:

o =3n4+1 1=+
C 17+ 171 — 1895 174 12 _ 18%°

n2

an

Das sieht zwar auf den ersten Blick nicht besser aus als vorher, sondern
eher schlimmer, aber schon der zweite Blick zeigt, daf} ich jetzt einiges
gewonnen habe. Sehen Sie sich zuerst einmal den neuen Zéhler an. Wenn
jetzt n gegen Unendlich geht, dann wird sich an der 1, mit der der Zéhler
anfingt, natiirlich nichts dndern. Anders sieht das schon beim nichsten
Summanden aus, denn fiir n — oo wird % — 0 gehen. Dafd schliefllich auch
X gegen Null konvergiert, wenn n gegen Unendlich tendiert, brauche ich
kaum noch zu erwdhnen. Insgesamt stellt sich also heraus:

Und der Nenner laf3t sich genauso behandeln. Bis auf den ersten Summan-
den wird alles gegen Null konvergieren, so dafl ich fiir den Nenner die
Gleichung

n— 00 n2

) 17 1895
lim 17+ — — =17
n
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erhalte. Da nun Zdhler und Nenner dieses Bruchs jeder fiir sich konver-
gieren, mufl auch die gesamte Folge konvergieren, und zwar gegen den
Quotienten der beiden Grenzwerte. Damit folgt:

. ) n—3n+1
lim a, = lim
n—00 n—oco 17n% + 17n — 1895
3,1
= lim L=t

T

lim (1-2+ 1)

n— oo
Tim (174 7 — %)
1
ﬁ .
Damit ist der Grenzwert berechnet. Ich mochte aber die Gelegenheit nutzen,

gleich einen Appell an Sie loszuwerden. Zu oft - eigentlich in jeder Klausur
- sehe ich Formel wie zum Beispiel

. n* —3n+1 1-24+1
lim = n__r_
n—oo 1702 4+ 17n — 1895~ 17 4 12 — 185

nZ

und dann wird irgendwie weitergerechnet. Ich hoffe, Sie erkennen den Un-
terschied: wéhrend auf der linken Seite der Gleichung noch der Limes vor
dem Bruch steht, ist er auf der rechten Seite verloren gegangen. Links steht,
wie sich der Bruch fiir n — oo verhalten wird, und rechts steht der Bruch
selbst, ohne daf8 irgendjemand unser n veranlassen kdnnte, gegen Unendlich
zu gehen. Das ist nicht das Gleiche! Solange n noch dabei ist, gegen Unend-
lich zu laufen, mufl man das auch in den entsprechenden Formeln deutlich
machen, und das heifit konkret, dafl Sie das lim-Symbol so lange mitschlei-
fen miissen, bis Sie Ihren Grenzwert endlich berechnet haben. Das simple
Weglassen des lim ist nicht erlaubt, wenn nicht n schon gegen Unendlich
gelaufen ist.

Auch die Folge b, = % stellt uns nicht vor uniiberwindbare Schwie-
rigkeiten, obwohl hier eine kleine Besonderheit vorliegt. Die hdochste vor-
kommende Potenz von # lautet n*, und deshalb kiirze ich den Bruch durch
n*. Dann ist

2n* — 3n* 417 2—-3 4+ 4

©1000m +n2 4 10004 Loy LT

n

Beachten Sie iibrigens im Hinblick auf meinen Appell aus Teil (i), daf} ich
hier von Anfang an nur die pure Folge betrachtet habe und nicht ihren
Limes; daher kann ich auch mit der puren Folge weiterrechnen. Erst wenn
ich einmal mit dem Limes anfange, muf ich ihn auch bis zum Ende durch-
ziehen.
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Nun geht der neue Zihler fiir n — oo offenbar gegen 2, das ist nicht weiter
aufregend. Der neue Nenner dagegen besitzt keinen n-freien Summanden,
und jeder seiner Summanden wird gegen Null konvergieren. Damit ist aber

. 1000 1 1
lim <—|—~|—> =0.
n

n— o0 n2  nd

Das verursacht ein kleines Problem, denn im Gegensatz zu Aufgabe (i) kann

ich hier nicht einfach den Quotienten aus Zihlergrenzwert und Nenner-
grenzwert bilden, weil man durch Null nun einmal nicht dividieren darf.
Aber so schlimm ist das gar nicht. Wahrend der Zahler des gekiirzten Bru-
ches gegen 2 konvergiert, tendiert der Nenner gegen 0. Man dividiert also
Zahlen, die stark in der Nédhe von 2 sind, durch Zahlen, die sich kaum noch
von 0 unterscheiden lassen, also sehr klein sind. Und das kann nur eines
bedeuten: wenn Sie Zahlen, die sich in der Nihe von 2 aufhalten, durch sehr
klein werdende Zahlen teilen, dann muf3 das Ergebnis sehr grofl werden. Fiir
n — oo geht dieser Bruch also gegen Unendlich. Da der Zihler ohnehin
gegen 2 konvergiert und der Nenner immer positiv ist, kann man noch
préziser sagen, dafl b, gegen +oo tendiert. Ob man dabei ein Anwachsen in
unendliche Gréflen noch mit dem Wort , Konvergenz“ bezeichnen will, ist
Geschmackssache. Die meisten bezeichnen eine solche Folge als bestimmt
divergent, und meinen damit, daf sie unendlich grofl wird, wenn n — oo
geht. Insgesamt gilt also:

. 2n* —3n* + 17
lim b, = lim —————
n—o0 n—c0 1000n® + n2 4+ n
e
= Jm e T =
n n? n?
(iii) Uber die Folge ¢, = %}% muf} ich nun allerdings nicht mehr so

viele Worte verlieren. Die hochste vorkommende Potenz von n lautet n’,
also kiirze ich durch n’. Das ergibt:

. 2n% 4+ 50n — 1
lim ¢, = lim
n—00 n—soo 10m3 —3n2+n—1
2, 50 1
= lim _n W —w
TR
J— O —
10

denn der Zihler des gekiirzten Bruches konvergiert gegen Null, wihrend
der Nenner gegen 10 konvergiert. Diese Situation hat man immer, wenn
der hochste Exponent im Zahler kleiner ist als der hochste Exponent im
Nenner: sobald man gekiirzt hat, wird der Zadhler gegen Null gehen, der
Nenner aber gegen eine von Null verschiedene Zahl. Insgesamt muf} dann
im Grenziibergang Null heraus kommen.
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4.2  Zeigen Sie:

1—,/n=L

lim ——— = —.
n—soo 1 — n=1 2

Hinweis: Schreiben Sie mit Hilfe der dritten binomischen Formel den Nenner

als
n—1 < n—l) ( n—l)
1— =(1- 144/ ,
n n n

kiirzen Sie so gut wie moglich und verwenden Sie dann die Beziehung:

Losung Die hier vorgegebene Folge ist nicht mehr ganz so einfach zu erledigen,
indem man durch irgendwelche hchsten Potenzen von n kiirzt, denn weder im

Zidhler noch im Nenner habe ich ein Polynom. Immerhin verrdt der Hinweis,
dafl ich die Beziehung lim "T’l = 1 verwenden soll, und bevor ich sie verwende,
n—od

sollte ich erst einmal sicher stellen, dafl sie auch wirklich stimmt. Das ist aber
einfach. Kiirzen des Bruchs durch n ergibt:

o on—1 oo1=1 . 1
lim =lim —t=1lml—-—-=1.
n—00 n n— 00 1 n— 00 n

Nun verlangt der Hinweis, daf$ ich den Nenner mit Hilfe der dritten binomischen
Formeln etwas anders schreibe. Wie Sie wissen, gilt fiir beliebige Zahlen a und
b die Formel a* — b* = (a — b) - (a + b), und um diese Formel anwenden zu
konnen, muf} ich nur noch identifizieren, wer a und wer b sein soll. Dafiir gibt
es allerdings nicht so viele Kandidaten, wenn Sie einen Blick auf den Nenner
werfen: dort steht die Differenz zweier Zahlen, und wenn diese Differenz eine
dritte binomische Formel sein soll, dann muf} die erste Zahl a®> und die zweite
Zahl b? sein. Folglich ist

—1
a=1und b= " .

n

Mit der dritten binomischen Formel folgt dann:

Obwohl man auf den ersten Blick den Eindruck gewinnen konnte, daf} jetzt alles
noch etwas schlimmer ist als vorher, sind wir doch ein Stiick weiter gekommen.
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Es gilt jetzt ndamlich:

-1 -1
L=/ 1=/ 5 1

l—n;l - n— n— - nf’
n (1—./71).(1+,/71) 1+, /%=t

denn sowohl Zihler als auch Nenner weisen den gemeinsamen Faktor 1 —

n—1
auf, den ich folglich herauskiirzen darf. Im Zéhler bleibt dann nur noch eine 1

stehen, wahrend der Nenner noch den Term 1+ ”7’1 behilt. Nun weif ich aber,

dal lim "T_l = 1 gilt, und das wird sich als hilfreich erweisen. Wenn némlich
n—oo

-1 gegen 1 geht, dann geht \/”=! gegen +/1, und das ist immer noch 1. Damit

ist
. n—1
lim <1+ >:1+1:2,
n—o0o n

also

da ich vorher ausgerechnet hatte, daf} der Nenner des letzten Bruchs gegen 2
konvergiert.

Um hier keine Undeutlichkeiten aufkommen zu lassen: ich habe mich beim
Losen der Aufgabe einer kleinen Schlamperei schuldig gemacht, die Thnen viel-
leicht entgangen ist. Ich hatte argumentiert, wenn eine bestimmte Folge gegen
1 geht, dann muf die Folge der Quadratwurzeln gegen +/1 = 1 konvergieren.
Das ist zwar richtig, aber keineswegs selbstverstdndlich, und eigentlich miisste
man es beweisen. Da es aber erstens in das Kapitel {iber Stetigkeit gehort und
zweitens auch ohne Beweis recht einleuchtend ist, will ich hier auf den Beweis
verzichten.

4.3  Zeigen Sie mit Hilfe der vollstdndigen Induktion die folgenden Gleichun-
gen:

(i) 1+34+5+---+02n—1)=n?fiiralleneN.
(i) P +2° 43+ 4+ n* = n*(n+1)* fiir alle n € N.

Losung Induktionsaufgaben lassen sich in der Regel nach einem bestimmten
Schema angehen, wobei ich gleich dazu sagen muf}, daf§ das Schema zwar eine
Orientierungshilfe bietet, aber keine Erfolgsgarantie. Zuerst testet man den An-
fangsfall: wenn also beispielsweise wie in den beiden Formeln dieser Aufgabe
eine Summenformel fiir alle natiirlichen Zahlen n zu beweisen ist, dann sollte
man nachsehen, ob die Formel {iberhaupt fiir n = 1 stimmt. Ist das nicht der Fall
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und Sie haben sich nicht verrechnet, so ist die Sache hier bereits erledigt, denn
Sie haben ein Gegenbeispiel zu der Formel gefunden. Normalerweise sind Aufga-
ben allerdings so gestellt, daf sie keinen Unsinn behaupten, und das heifit, daf§
der Test mit n = 1 gut gehen wird. Damit ist der sogenannte Induktionsanfang
gesichert, und man kann zum Induktionsschluf} iibergehen. Fiir diesen Indukti-
onsschlufy gehen Sie davon aus, dafy die Aussage, die zur Diskussion steht, fiir
eine Zahl n € N tatsdchlich stimmt - keine abwegige Annahme, denn fiir n = 1
haben Sie das ja im Induktionsanfang nachgerechnet. Unter dieser Annahme
zeigen Sie jetzt: wenn die Aussage fiir n stimmt, dann stimmt sie auch fiir n+ 1.
Man muf also im sogenannten Induktionsschluf§ immer von der Aussage fiir n
auf die Aussage fiir n + 1 schlieflen, und das hat den ungeheuren Vorteil, daf}
man in diesem Teil erstens die Aussage fiir n verwenden darf und zweitens auch
noch genau weif3, wohin die Rechnereien fithren sollen, ndmlich zur Aussage fiir
n+ 1.
Nach diesen Vorbemerkungen fiihre ich jetzt die Induktionsaufgaben vor.

(i) Zu beweisen ist die Summenformel

14+3454---4+Q2n—1) =n? fiir alle n € N.

Bevor man mit der formalen Prozedur anfingt, ist es oft sinnvoll, sich die
Formeln genauer anzusehen. Auf der linken Seite steht die Summe der un-
geraden Zahlen von 1 bis 2n — 1, also die Summe der ersten n ungeraden
Zahlen. Und auf der rechten Seite steht ganz einfach n?, also das Quadrat der
laufenden Nummer n. Der Induktionsanfang ist jetzt nicht weiter schwierig.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 habe ich auf der linken Seite die Summe der
ersten n ungeraden Zahlen, also nur die 1 selbst. Da fiir n = 1 auf der
rechten Seite 1% steht und 1 = 1? gilt, stimmt die Summenformel fiir n = 1.
Der Induktionsanfang ist damit gesichert.

Induktionsvoraussetzung: Ich nehme nun an, dafl fiir ein n € N die Sum-
menformel 1+3+5+ .-+ (2n— 1) = n? gilt.

Induktionsschluf: Zu zeigen ist nun, dafy die Summenformel auch fiir n + 1
gilt, sofern sie fiir n gilt. Hat man aber als laufende Nummer nicht mehr nur
n, sondern n + 1, dann steht auf der linken Seite nicht mehr die Summe der
ersten n ungeraden Zahlen, sondern die Summe der ersten n + 1 ungeraden
Zahlen, und das sind die ungeraden Zahlen von 1 bis 2n+1, denn die nichste
ungerade Zahl nach 2n — 1 ist 2n + 1. Auf der rechten Seite steht natiirlich
einfach (n + 1)2. Zu zeigen ist jetzt also:

1+3+54+--+Qn—1D+Qn+1) = (n+1),

wobei ich die Summenformel fiir n aus der Induktionsvoraussetzung ver-
wenden kann. Ich weifl also aus der Induktionsvoraussetzung etwas tiiber
die Summenformel fiir n und muf} jetzt etwas iiber die Summenformel fiir
n-+ 1 herausfinden. Es wire also sinnvoll, wenn ich die linke Seite der neuen
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Gleichung zuriickfiihren kdnnte auf die linke Seite der alten Gleichung, denn
iiber diese alte linke Seite bin ich aus der Induktionsvoraussetzung gut in-
formiert. Das ist aber ganz leicht, denn offenbar ist die Summe der ersten
n + 1 ungeraden Zahlen gleich der Summe der ersten n ungeraden Zahlen,
zu der man noch 2n + 1 dazuzéhlt. Folglich ist:

14345+ 4+Qn—1)+Qn+1) = 1+3+5+-+Q2n—1)+Q2n+1).

Das war noch nicht so besonders aufregend, aber jetzt kommt die Induk-
tionsvoraussetzung zum Einsatz, die mir verrit, wie man die rechte Seite
dieser Gleichung vereinfachen kann. Es gilt ndmlich:

A4+3454+---+Qn—-1))+Q2n+1)=n*+Q2n+1).

Und damit ist schon fast alles erledigt, denn nach der ersten binomischen
Fomel ist natiirlich n* + 2n + 1 = (n + 1), und ich habe die gewiinschte
rechte Seite erreicht.
Schreibt man diesen Rechenweg ohne Zwischenbemerkungen rein for-
melmiBig auf, so ergibt sich die folgende Gleichungskette:
1+3+5+--+Qn—D+Q@n+1)
= (14+34+54+---+C2n—=-1)+2n+1)
n*+ QCn+1)
= +2n+1=m+1>.

Damit ist der Induktionsschluf; vollzogen.
(ii) Hier geht es um die Summenformel

1
13+23+33+~-~+n3=Zn2(n+1)2 fir alle n € N.

Genau wie in Teil (i) iiberlege ich mir zunichst, wie die Bestandteile dieser
Formel eigentlich aussehen. Auf der linken Seite steht die Summe von dritten
Potenzen, genauer gesagt werden die Zahlen von 1 bis n mit drei potenziert
und dann addiert. Auf der rechten Seite findet man einfach nur das Produkt
inz(n + 1)?, iiber das man nichts weiter sagen kann, aufler dafl es nicht
besonders vergniiglich aussieht. Der Induktionsanfang ist wie meistens nicht
sehr aufregend.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 habe ich auf der linken Seite die Summe der
ersten n dritten Potenzen, also nur die 1 selbst. Da fiir n = 1 auf der rechten
Seite 2 steht und 1 = 2 gilt, stimmt die Summenformel fiir n = 1. Der
Induktionsanfang ist damit gesichert.

Induktionsvoraussetzung: Ich nehme nun an, dafl fiir ein n € N die Sum-
menformel 1° +2° + ... +n® = W gilt.

Induktionsschluf$: Zu zeigen ist nun, daf} die Summenformel auch fiir n + 1
gilt, sofern sie fiir n gilt. Auf der linken Seite steht jetzt aber nicht mehr
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die Summe der dritten Potenzen der ersten n natiirlichen Zahlen, sondern
die Summe der dritten Potenzen der ersten #n + 1 natiirlichen Zahlen, also
P+22+ - +n*+ (n+ 1)°. Auf der rechten Seite mufl ich n durch n + 1
ersetzen, und das ergibt ("H)z‘((f“)ﬂ)z = ("H)Z(”H)Z. Zu zeigen ist also:

(n+1)?%- (n+2)?

P42+ +n’+n+1)° = 1

wobei ich die Summenformel fiir # aus der Induktionsvoraussetzung ver-
wenden kann. Das Prinzip ist jetzt wieder genau das gleiche wie in Teil (i).
Die Induktionsvoraussetzung verschafft mir Informationen iiber die Sum-
menformel fiir n, und ich will etwas iiber die Summenformel fiir n + 1
herausfinden. Das mache ich wieder, indem ich die linke Seite der neuen
Gleichung zuriickfithre auf die linke Seite der alten Gleichung, bei der ich
gliicklicherweise weif$, was herauskommt. Da die Summe der ersten n + 1
dritten Potenzen gleich der um (n+ 1) erhéhten Summe der ersten 7 dritten
Potenzen ist, folgt:

P+2 4+ 4+’ +n+1)°
= P+2+ - +n)+n+1)’°

1
= an(n + 1D+ (m+1)°.

Sie sehen, daf3 die Lage hier nicht mehr ganz so einfach ist wie in Teil (i), wo
sich an dieser Stelle der Rest fast von alleine ergab. Hier muf3 ich schon noch
zusehen, daf ich mit etwas Miihe mein Ziel erreiche, aber immerhin kenne
ich wenigstens das Ziel: herauskommen soll am Ende M. Wihrend
meine Zielformel also aus einem Bruch mit dem Nenner 4 besteht, habe
ich in der obigen Rechnung noch mit einem komplizierteren Ausdruck zu
kdmpfen, aber das 1483t sich ja dndern, indem ich diesen Ausdruck als einen
einzigen Bruch schreibe und das Beste hoffe. Es gilt dann:

n?(n+ 12 +4(n+1)>
2 )

1
an(n +1D)2+m+1)° =

Nun kann ich im Zihler den Term (n + 1)? vorklammern und erhalte:

n(n+1)2+4n+1°  (m+ 12> +4n+1)  (n+ D n’ +4n+4)
4 - 4 o 4 ’

Das ist ausgesprochen praktisch, denn ein Blick auf den Ausdruck in der
zweiten Klammer des Zihlers zeigt, dafl es sich hier um die binomische
Formel (n 4 2)> = n*> 4+ 4n + 4 handelt. Damit habe ich:

(n+1)*(n*+4n+4)  (n+1)*(n+2)°
4 - 4

’

und genau darauf wollte ich ja auch hinaus.
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Schreibt man diesen Rechenweg ohne Zwischenbemerkungen rein for-
melmégig auf, so ergibt sich die folgende Gleichungskette:

P42+ o+’ +(n+1)°
= P+2+ - +n)+n+1)

1
= an(n + D2+ m+1)°

n?(n+1)% + 4(n+ 1)
(n+ 1)2(n24+ 4(n+ 1))
(n+ 1)2(n24+ 4n +4)
_ (n+ 1)2(n4+ 2)?
—

Damit ist der Induktionsschluf vollzogen.

4.4 Zeigen Sie mit Hilfe der vollstindigen Induktion, daf} 2" > n fiir alle n € N
gilt.

Losung Auch hier haben wir eine Aussage iiber natiirliche Zahlen, also ist die
vollstdndige Induktion einen Versuch wert, obwohl es sich um eine Ungleichung
handelt. Ich starte wie iiblich mit dem Induktionsanfang.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 lautet die Ungleichung 2! > 1, also 2 > 1, und das
ist offenbar richtig. Der Induktionsanfang ist also gesichert.

Induktionsvoraussetzung: Nun setze ich die Aussage fiir ein n voraus. Es gelte
also fiir ein n € N die Ungleichung:

2" > n.

Induktionsschluf: Der Induktionsschluf3 besteht dann wieder im Nachweis der

Aussage fiir n + 1 unter der Voraussetzung, daf} sie fiir n stimmt. Ich muf} also
zeigen, daf} die Ungleichung auch noch dann giiltig bleibt, wenn ich sie anstatt
fiir n jetzt fiir n + 1 formuliere. Daher ist zu zeigen, daf3

2" S n41

gilt. Nun weifl ich aber etwas iiber 2", denn laut Induktionsvoraussetzung ist
2" > n, und es wire eine feine Sache, wenn ich die Aussage iiber 2"*! auf die
Aussage tiber 2" zuriickfithren kénnte. Dazu brauche ich einen Zusammenhang
zwischen 2"*! und 2", den mir gliicklicherweise die Potenzrechung liefert. Wie
Sie wissen, multipliziert man zwei Potenzen mit gleicher Basis, indem man die
Exponenten addiert und die Basis in Frieden 1d3t. Das bedeutet:

2m .ot ="t glso 2" =27 .2 =2.2",
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Da ich nun aber aus der Induktionsvoraussetzung weif3, dafy 2" > n gilt, folgt
daraus:

2l —2.2" > 2. p,

denn 2" ist grofler als n, und das Doppelte von 2" mufl dann grofler sein als
das Doppelte von n. Eigentlich will ich aber herausfinden, daf 2"*! > n + 1 ist.
Davon bin ich nicht mehr weit entfernt. Es gilt ndmlich:

27— 2. "> dn=n+n>n+1,
also
2" S p1,

und der Induktionsschlufd ist vollzogen.

Wihrend Gleichungsketten immer gerne akzeptiert werden, stoflen Unglei-
chungsketten oft auf einen gewissen Widerstand. Werfen wir also noch einen
Blick darauf. Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung konnte ich schlieflen, dafl
2"l > 27 ist. und ganz sicher ist 2n = n + n. Da es sich aber bei n um eine
natiirliche Zahl handelt, kann sie nicht kleiner als 1 sein; also ist n +n > n+ 1.
Wichtig ist dabei, dal man daraus folgern kann, daf} dann auch 2"*! gréRer als
n+ 1 sein mufl, denn 2"*! ist grofer als 2n, und das ist wieder gréer oder
gleich n + 1. Mit anderen Worten: 2+ st grofer als eine Zahl, die selbst noch
groBer oder gleich n+ 1 ist. Folglich ist 2! noch etwas gréfer, und ganz sicher
ist 2" > n + 1. Wenn beispielsweise ich ilter bin als Sie, und Sie sind lter als
Ihr Nachbar oder genauso alt wie er, dann bin ich natiirlich auch &lter als Ihr
Nachbar. Die gleiche Situation haben wir hier.

Bedenken Sie, dafy das eine sehr einfache Ungleichung war; der eigentliche
Induktionsschluff braucht nur eine Zeile, namlich:

2" — 2. " s dn=n+n>n+1.

4.5 Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte.

; im 21D
i) lim &=L,
( ) n— 00 n

. . 2-3n 2.
(i) lim (33)

3219,
9412

(iii) lim

Losung Uber die prinzipielle Vorgehensweise beim Berechnen von Standard-
grenzwerten habe ich mich schon am Anfang von Aufgabe 4.1 geduflert, und ich
werde deshalb jetzt direkt in die Berechnung der einzelnen Grenzwerte einstei-
gen.

(i) Die Situation bei dem Grenzwert lim

n— oo

dem vertrauten Standardfall, weil hier im Zihler nicht mehr nur einfach

24(=1)" . . .
= entspricht nicht unbedingt
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ein Polynom in n, sondern der etwas unangenehmere Ausdruck 2n + (—1)"
steht. Das macht aber nichts, denn schliefilich sieht der Rest recht gut aus,
und ein Versuch mit der Standardmethode kann nichts schaden. Wenn ich
von dem besonderen Ausdruck (—1)" einmal absehe, dann ist n auch schon
die hochste vorkommende Potenz von n, durch die ich nach dem Standard-
verfahren kiirzen muf. Damit folgt:

2n 4 (—=1)" 2+ & —1)"
fim 22 CEDT i 2F S i <2+( ) )
n—00 n n— 00 n— 00 n

Der erste Summand macht keinerlei Probleme, denn der 2 ist es vollig egal,
was mit n passiert: sie bleibt konstant 2. Und auch der zweite Ausdruck ist
nicht weiter problematisch, denn mit gegen Unendlich wachsendem n wird
der Zihler stindig zwischen —1 und 1 hin und her springen, wihrend der
Nenner ins Unendliche abgleitet. Ob Sie nun aber 1 oder —1 durch etwas
sehr Grofles teilen, das Ergebnis wird sich auf jeden Fall immer mehr der
Null annéhern, und deshalb gilt:

n—oo n—oo n

lim (z+(_1) ):2+ lim =D =240=2.
n

Zur Berechnung des Grenzwerts lim (2’3”)2 gibt es zwei Moglichkeiten.
n—

Py 14+4n
Zunéchst einmal konnen Sie sich auf den Standpunkt stellen, dafl Sie erst
die Klammer ausquadrieren und dann erst den Grenzwert ausrechnen. Das
ist vollig in Ordnung, und wenn Sie die binomischen Formeln verwenden,
dann erhalten Sie:

lim
n—oo

2-3n\* . 4—12n+9n2
=lim —,
14+ 4n n—oo 1+ 8n + 16n>

denn man quadriert einen Bruch, indem man Zéhler und Nenner quadriert.
Ab hier ist wieder alles Routine. Sie sehen, daf3 die hochste vorkommende
Potenz von n der Ausdruck n? ist, und wenn Sie wieder durch n? kiirzen,
dann finden Sie:

o (2-3n\" . 4—12n+9n?
lim = lim ——
n>o0 \ 1 4 4n n—oco 1 4+ 8n + 16n?
4 12
_ fim #_n
oo b 4 5 416
9
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Es geht aber auch mit etwas weniger Rechenaufwand. Wir haben hier doch

die Folge

2-3n\> _ 2-3n 2-3n

14+4n)  1+4n 1+4n
Ich kann die Folge also als Produkt der Folge %;iﬁ mit sich selbst schreiben,
und man weifl etwas iiber den Grenzwert einer solchen Produktfolge: er
entspricht genau dem Produkt der beiden einzelnen Grenzwerte. Sobald ich

also den Grenzwert von 22" kenne, brauche ich ihn nur noch zu quadrieren,

1+4n
weil ja auch in meiner gegebenen Folge nur ﬁiz quadriert wird. Es gilt aber:

. 2-3n . 2-3 3
llm = lim 1 — .
n—oo 1 4+ 4n n—>oo;+4 4

(2-=3n\" 3\* 9
lim =|—] =—.
n—oo \ 1+ 4n 4 16
32119
9" ¥12

heraus fallen, aber das scheint nur so. Obwohl es etwas unangenehm ist,
dafs bei den auftretenden Potenzen n nicht mehr in der Basis, sondern im
Exponenten vorkommt, kann man doch damit zurecht kommen. Zunichst
fallt auf, daf im Zahler 3*" steht und im Nenner 9%, und das gibt schon
Anlafl zur Hoffnung, denn das ist beide Male das Gleiche: da man Potenzen
potenziert, indem man ihre Hochzahlen multipliziert, gilt ndmlich:

Damit folgt:

sieht so aus, als wiirde er vollig aus dem Standard

3 = (31)" = 9.
Damit lautet der Grenzwert:

. 319 . 9"—19
lim —— = lim .
n—oo 9" + 12 n—oo 9" 4 12

Der Rest ist nicht sehr schwer. Ich mache einen Versuch mit einer leich-
ten Abwandlung der Standardmethode und kiirze diesen Bruch durch den
einzigen erfolgversprechenden Term, also durch 9". Das ergibt:

M-19 . 1-g
m = 11m ———7.
n—oo 9" 4+ 12 n—>ool+%

Wenn ich jetzt noch wiifite, was mit 9i passiert, dann hitte ich gewonnen.

Bedenken Sie aber dabei, daf3 bei der Bildung von 9% immer und immer

wieder mit § mulipliziert wird, denn schlieBlich ist & = (é)" Da nun aber
1

% kleiner als 1 ist, bedeutet das, dafl der Wert von or mit wachsendem n
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immer weiter nach unten gedriickt wird, und deshalb geht J. gegen Null
fiir n — oc. Insgesamt folgt damit:
37— 19 9" —19
im —— =
n—oo 97 4 12

= lm
n—o0 9" + 12
19

:1' 9’1
1

= -=1.
1

4.6  Beweisen Sie mit Hilfe der vollstindigen Induktion die folgenden Glei-
chungen:

n
1 1 o .
(@) ;mzﬁlfur alle n € N;

n

() S.(Qk—1) =n*-(2n*—1) fiir alle n € N.
k=1

Losung Im Gegensatz zu den Summenformeln aus Aufgabe 4.3 habe ich hier

nicht die ,Drei-Punkte-Schreibweise“ verwendet, bei der man die ersten zwei

oder drei Summanden angibt, dann drei Punkte aufmalt und schliefllich den
letzen Summanden verrit, in der Hoffnung, daf} jeder weifl, was mit den drei

Punkten gemeint ist. Praziser ist es da, mit dem Summenzeichen zu arbeiten.

Aber in der Verwendung des Summenzeichens steckt auch schon der einzige

Unterschied dieser Aufgaben zu den Summenformeln aus Aufgabe 4.3, und was

dieses > zu bedeuten hat, werde ich gleich erkléren.

(i) Das Summenzeichen ) gibt einfach nur an, daf§ einige Zahlen addiert wer-
den sollen. Unter > finden Sie k = 1, und das heifit, daff ich mit k = 1
die Summierung anfangen soll. Genauso bedeutet das n iiber ), dafl die
Summierung bei k = n aufhéren soll. Folglich habe ich es insgesamt mit n
Summanden zu tun, wobei ich den ersten erhalte, indem ich k = 1 setze,
und der letzte aus k = n resultiert. Und die Summanden selbst bekomme ich
durch schlichtes Einsetzen der k-Werte in die Formel: fiir k = 1 lautet der

erste Summand ﬁ, fir k = n lautet der letzte Summand m Wer also

das Summenzeichen nicht mag, kann die Summenformel auch schreiben als
LU B SR
1.2 2.3 n-(n+1) n+1

Induktionsanfang: Da die Formel fiir alle natiirlichen Zahlen gelten soll,
starte ich den Induktionsanfang bei n = 1. Fiir n = 1 ist aber 5 = -

12 1412
also stimmt die Summenformel fiir n = 1.

Induktionsvoraussetzung: Ich nehme nun an, daf} fiir ein n € N die Sum-
menformel

1 N 1 - 1 . n
1.2 2-3 n-(n+1) n+1

gilt.
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Induktionsschluf8: Zu zeigen ist, dafy die Summenformel auch fiir n + 1 gilt,
sofern sie fiir n gilt. Auf der linken Seite steht dann nicht mehr die Summe
der Zahlen - (k+1) fiir k von 1 bis n, sondern fiir k von 1 bis n+ 1. Auf der

n+l  __ n+l
rechten Seite steht T = wa

Zu zeigen ist also

1 N 1 - 1 N 1 n+1
1.2 2-3 n-(n+1) (m+1)-n+2) n+2

oder fiir Anhénger des Summenzeichens:

Z 7’1+1
k- (k+1) B R

Und nun geht es wieder genauso los wie in Aufgabe 4.3. Ich weif$ zwar noch
nicht, was beim Addieren aller n+ 1 Summanden herauskommen wird, aber
immerhin kenne ich aus der Induktionsvoraussetzung die Summe der ersten
n Summanden, denn die betrdgt genau . Daher teile ich die neue Summe
auf in die Summe der ersten n Summanden und den letzten, neu hinzuge-
kommenen Summanden, und verwende die Induktionsvoraussetzung. Das
ergibt:

1 1 1
2 sttt sy T ey -t

1 1 1 1
- (1-2+2.3+"'+n-(n+1))+(n+1).(n+z)

+ .
n+l (n+1)-(n+2)
Ist man erst einmal so weit gekommen, ist der Rest nicht mehr so schwer.
Schliefilich weif$ ich, was insgesamt herauskommen soll nidmlich "* 5> und
ich weif§ auch, was ich bisher erreicht habe, namlich + %. Ich

n+1 (n+1)-(n+2)
muf! also nur noch sehen, wie ich diesen Ausdruck so umforme, daf er

tatsichlich in 2% iibergeht. Fiir den Anfang schreibe ich ihn als einen Bruch,
indem ich ;%5 mit n + 2 erweitere. Das ergibt:
n n 1 _ n(n—+2) 1
n+l (n+1)-(n+2) (+Dn+2) ©+1)-(n+2)
nn+2)+1

T+ D(n+2)
wobei ich fiir die zweite Gleichung einfach die beiden Briiche addiert habe.
Das sieht noch nicht sehr hoffnungsvoll aus, aber ich kann jetzt auf jeden
Fall im Zahler ausmultiplizieren und erhalte:
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nn+2)+1 n+2n+1

m+Dn+2) m+Dm+2)’

und hier sollte Thnen etwas auffallen. Im Zihler steht ndmlich uniibersehbar
eine binomische Formel, denn es gilt (n + 1)*> = n*> + 2n + 1. Daraus folgt
dann:

n* 4+ 2n+1 (n+1)?> n+1

n+Dn+2) m+)n+2) n+2’

denn natiirlich kann ich den Faktor n4-1 aus Zahler und Nenner wegkiirzen.
Und weil ich damit auch schon die Zielformel erreicht habe, ist der Induk-
tionsschlufl vollzogen und die Formel bewiesen.

Nun geht es um die Summenformel

Z(zk — 1)} =n?-2n*=1),

k=1

die fiir alle natiirlichen Zahlen n gelten soll. Was dabei das Summenzeichen
zu bedeuten hat, habe ich schon am Anfang von Teil (i) erkldrt. Es kann
allerdings auch hier nichts schaden, sich einmal kurz iiber die Summanden
auf der linken Seite Gedanken zu machen. Die Summe startet mit k = 1,
und sie endet mit k = n, was insgesamt n Summanden ergibt. Jeder dieser
Summanden hat die Form (2k — 1)°, und da eine Zahl der Form 2k — 1
immer ungerade ist, heif}t das, dafl hier die dritten Potenzen der ersten n
ungeraden Zahlen aufaddiert werden sollen. Ohne Summenzeichen lautet
die Formel daher:

13+33+53+...+(2n_1)3=n2-(2n2—1).

Induktionsanfang: Da auch diese Formel fiir alle natiirlichen Zahlen gelten
soll, starte ich den Induktionsanfang bei n = 1. Fiir n = 1 habe ich aber
auf der linken Seite nur einen Sumamnden, namlich 13, und auf der rechten
seite steht 12 - (2- 12 — 1) = 1. Also stimmt die Summenformel fiir n = 1.

Induktionsvoraussetzung: Ich nehme nun an, daf} fiir ein n € N die Sum-
menformel

P+3 455+ +2n-1>=n*-2n*-1)

gilt.

Induktionsschluf$: Zu zeigen ist, dafl die Summenformel auch fiir n + 1
gilt, sofern sie fiir n gilt. Auf der linken Seite steht dann nicht mehr die
Summe der dritten Potenzen der ersten n ungeraden Zahlen, sondern die
Summe der dritten Potenzen der ersten n + 1 ungeraden Zahlen,also 1?4+
3*+5 4+ ... 4+ (2n—1)° + 2n+ 1)°. Auf der rechten Seite steht dagegen
(n+1)*- 2(n+ 1)*> — 1). Zu zeigen ist also:
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P+3 45+ 4+ Q-1+ @n+ 1’ =@n+1D* Qn+1° - 1.

Ein Blick auf die rechte Seite zeigt, dafi sich leichte Schwierigkeiten ankiindi-

gen, wenn ich die rechte Seite einfach so lasse, wie sie ist. Es diirfte

nicht einfach werden, im Verlauf des Induktionsschlusses die passenden

Umformungen zu finden, mit deren Hilfe ich dann auf den Ausdruck

(n+1)?-(2(n+1)*> — 1) komme, und um diesem Problem aus dem Weg zu

gehen, multipliziere ich den Ausdruck einfach vollstindig aus. Es gilt:
m+1* Cn+1D*-1)

W +2n+1)-Cr*+2n+1)—1)

W +2n+1)-Cr*+4n+1)

2n* +4n’ +n* +4n° +8n* + 2n+2n° +4n+ 1

= 2n*+8n’ +11n° + 6n+ 1.

Damit kann ich nun die zu zeigende Gleichung etwas anders schreiben, denn
es ist nun zu zeigen:

P4+3 45+ +02n=1>+0Cu+ 1) =2n"+8n + 110> + 61 + 1.

Ich behaupte ja gar nicht, dafl die rechte Seite jetzt einfacher aussieht. Es ist
nur so, daf} ich gleich wieder die Induktionsmaschinerie auf die linke Seite
loslassen werde, und auf diesem Weg diirfte es dann am einfachsten sein,
die vorkommenden Ausdriicke auszumultiplizieren und nachzusehen, ob
sie mit der umgeformten rechten Seite iibereinstimmen. Sie werden gleich
sehen, daf} das jetzt nicht mehr so dramatisch ist.

Laut Induktionsvoraussetzung kenne ich zwar nicht die gesamte linke Seite,
aber doch immerhin die Summe ihrer ersten n Summanden. Ich schreibe
also:

P4+3 454+ +2n-1>+@n+1)>°

= P+ +5+-+Qn-D)+2n+ 1)

=n 2P =1+ Q2n+1)°,
wobei ich beim Ubergang zur dritten Gleichung nur die Induktionsvoraus-
setzung verwendet habe, um die Summe der ersten n Summanden zu ver-

einfachen. Da ich meinen Zielausdruck schon ausmultipliziert habe, kann
ich das nun mit dieser umgeformten linken Seite auch machen. Es gilt:

n?-2n? = 1) =2n* — n?,

und

en+1)7° = Cn+1)*-Q2n+1)=@n*+4n+1)-Qu+1)
= 8’ + 8’ +2n+4n* +4n+1=8n + 12n* + 6n + 1.
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Addieren ergibt dann:

2t — P+ 8 + 12n2 + 6n+ 1
=2nt+8n + 11> +6n+1.

neent—1)+Qn+1)°

Und das war genau der Ausdruck, den ich vorhin beim Umformen der
rechten Seite herausbekommen hatte, so dafl also die linke Seite fiir n + 1
genau der rechten Seite fiir n+ 1 entspricht. Damit ist der Induktionsschlufl
wieder vollzogen, und die Summenformel ist bewiesen.



5 Funktionen

5.1 Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen den gréfitmoglichen Defini-
tionsbereich und geben Sie den jeweiligen Wertebereich an.

i) fx) =5

() gx) = 23
(iii) h(x) =

_X
x>+1°

Losung Hat man irgendeine Funktion im Form einer definierenden Formel
gegeben, so kann man sich iiberlegen, welche x-Werte man sinnvollerweise in
diese Formel einsetzen kann: nicht jedes x pafit in jede Formel. Ist beispiels-
weise f(x) = /x und soll die Betrachtung der Funktion im Rahmen der re-
ellen Zahlen stattfinden, dann wird man sicher keine negativen Werte fiir x
einsetzen konnen, weil es keine reellen Wurzeln aus negativen Zahlen gibt. Die
grofitmogliche Menge von Werten, die man in die gegebene Funktion einsetzen
kann, ist dann der maximale Definitionsbereich der Funktion. Man findet ihn
normalerweise genauso wie in dem kleinen Beispiel der Funktion f(x) = /x,
indem man sich iiberlegt, welche Werte man ausschliefen muf3, wenn man nicht
in mathematische Schwierigkeiten geraten will. Beliebte Moglichkeiten fiir Aus-
schlufkriterien sind dabei Wurzeln aus negativen Zahlen und Divisionen durch
Null.

Der Wertebereich einer Funktion ist - wie der Name schon sagt - einfach
die Menge f(D) aller von der Funktion angenommenen Werte, also die Menge
aller y, fiir die es ein x aus dem Definitionsbereich D der Funktion gibt, so dafl
y = f(x) ist. Das ist allerdings leichter gesagt als ausgerechnet, und Sie wer-
den an den folgenden Beispielen sehen, daf die Bestimmung des Wertebereichs
problematisch sein kann.

(i) Der Definitionsbereich der Funktion f(x) = 4/ % sorgt fiir zwei Stolper-
steine. Sehen Sie sich zuerst einmal den Bruch im Inneren der Wurzel an.
Er lautet %, und damit er keinen Arger verursacht, darf sein Nenner nicht
zu Null werden. Daher muf$ ich den Wert x = 2 aus dem Definitionsbereich
ausschlieflen. Wie sieht nun aber dieser Bruch fiir x # 2 aus? Im Zahler
habe ich eine dritte binomische Formel, denn es gilt:

K—d=(x=2) (x+2).
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Das hilft mir schon ein ganzes Stiick weiter, denn somit lautet meine Funk-
tion fiir zuldssige x-Werte:

x—2 x—2

So einfach kann eine Funktion aussehen, wenn man sie etwas genauer inspi-
ziert. Und in dieser Form sieht man auch genau, welche weiteren x-Werte
aus dem Definitionsbereich ausgeschlossen werden miissen: die Wurzel darf
keine negativen Inhalte haben, also muf§ x + 2 > 0 sein, das heifit x > —2.
Der Definitionsbereich D der Funktion f besteht daher aus allen reellen
Zahlen, die grofler oder gleich —2 sind, mit Ausnahme der 2, die ich schon
vorher ausschlielen mufite, um eine Division durch Null zu vermeiden.
Damit habe ich:

D =[-2,00)\{2}.

Wie sieht es nun mit dem Wertebereich f(D) aus? Da es keinen Grund gibt,
sich das Leben schwerer zu machen, als es ohnehin schon ist, verwende ich
die einfachere Darstellungsweise f(x) = +/x + 2 und mufl dabei nur beach-
ten, dafl ich den Wert x = 2 ausgeschlossen habe. Davon einmal abgesehen,
starten die x-Werte bei —2 und gehen (mit der einen Ausnahme) durch die
gesamte reelle Achse bis in die Tiefen der Unendlichkeit. Die Funktions-
werte starten deshalb bei f(—2) = 4/—2+ 2 = 0, und mit x — oo werden
natiirlich auch die zugehdrigen Wurzelwerte beliebig grofl. Daher wiirde der
Wertebereich aus der Menge aller nicht negativen reellen Zahlen bestehen,
wenn ich nicht noch beachten miifite, dal der x-Wert 2 ausgeschlossen war.
Wegen /2+2 = /4 = 2 bedeutet das: die 2 kann kein Funktionswert
sein, da ich den zugehorigen x-Wert schon vorher aus dem Definitionsbe-
reich herausnehmen mufite. Somit erreiche ich als Funktionswerte alle von
2 verschiedenen nicht negativen reellen Zahlen, und das heifit:

f(D) = [0, 00)\{2}.

In Abbildung 5.1 habe ich der Deutlichkeit halber den Funktionsgraphen
von f aufgezeichnet. Sie sehen, daf} die Kurve ab x = —2 ansteigt, und Sie
sehen auch, daf} fiir x = 2 in der Kurve ein kleines Rechteck eingezeichnet
ist, das symbolisieren soll, daf3 hier eine Liicke in der Kurve vorkommt:
wenn der x-Wert nicht in die Funktion eingesetzt werden darf, dann muf§
an dieser einen Stelle die Kurve unterbrochen werden.

In der Funktion g(x) = ﬁ kommen immerhin keine Wurzeln vor, dafiir
ist der Nenner etwas komplizierter als in Teil (i). Der Definitionsbereich stellt
uns vor keine grofien Probleme: offenbar darf ich nach Lust und Laune alles
einsetzen, solange der Nenner nicht Null wird, und der wird genau dann
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Bild 5.1. f(x) = |/ <=2

2
x—2

Null, wenn x* — 1 = 0 gilt. Wegen
¥ —1=0& (x—1Dx+1)=0< x=1oder x =—1
lautet der Definitionsbereich
D = R\{—1, 1}.

Das war einfach. An den Wertebereich heran zu kommen, ist schon etwas
schwieriger, denn auf den ersten Blick kann man der Funktion nicht un-
bedingt ansehen, wie sie sich verhalten wird bzw. wie die Kurve verlduft.
Wenn man nun nicht so recht weif, was man von einer Funktion zu halten
hat, gibt es ein recht brauchbares Mittel, das zwar nicht immer zum Erfolg
fithrt, aber doch oft genug.

Eine Zahl y ist genau dann im Wertebereich meiner Funktion g, wenn es
ein x mit der Eigenschaft y = g(x) gibt. In diesem Fall heif}t das: es muf3
eine Zahl x € R\{—1, 1} geben, so dafl y = ' gilt. Wenn ich also fiir ein
y aus dem Wertebereich versuche, diese Gleichung nach x aufzul6sen, dann
muf es eine Losung x aus dem Definitionsbereich D geben. Und umgekehrt
darf es fiir ein y, das nicht im Wertebereich liegt, keine x-Losung dieser
Gleichung geben, denn sonst hitte ich ja wieder ein x gefunden, fiir das
y = g(x) gilt. Ich muf also nur herausfinden, fiir welche y-Werte ich die
Gleichung y = ﬁ nach x auflosen kann, und dann weiff ich auch, welche
y-Werte zum Wertebereich der Funktion g gehdren. Ich setze also an:

1

Yoo

Multiplizieren mit dem Nenner ergibt:

y-(x* -1 =1,
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und wenn ich noch durch y dividiere (wobei ich fiir den Moment voraus-
setzen muf, dal y # 0 gilt), erhalte ich:

1 1
X¥—1=—, alsox*=1+ —.

Nun geht es um die Frage, wann diese Gleichung nach x auflosbar ist.
Unterwegs mufte ich voraussetzen, dafl y # 0 ist, sonst wire schon beim
Auflésen nach x? nichts mehr gegangen. Und jetzt muf ich noch die Wurzel
aus der rechten Seite 1+ 1 ziehen, was aber nur geht, wenn dieser Ausdruck
nicht negativ ist. Ich erhalte daher die Bedingung:

1 1
1+— >0, also — > —1.
y Yy

Diese Ungleichung ist natiirlich fiir positives y von alleine erfiillt, da der
Kehrwert einer positiven Zahl auch wieder positiv ist und daher nicht unter
—1 fallen kann. Fiir negatives y multipliziere ich die Ungleichung mit y und
mufd dabei das Relationszeichen unmkehren, weil ich mit einer negativen
Zahl multipliziere. Dann ist

l1<—y, also —1>y.

Fiir negatives y mufl folglich y < —1 gelten, damit die Bedingung 1 +

i > 0 erfiillt ist. Insgesamt habe ich herausgefunden, daf} die urspriingliche

Gleichung y = '~ genau dann nach x aufldsbar ist, wenn entweder y > 0
oder y < —1 ist. Fiir genau diese y-Werte kann man also ein x finden, so
dal y = g(x) gilt, und das bedeutet, daf} der Wertebereich g(D) aus genau
diesen y-Werten besteht. Daraus folgt:

gDy ={yeR | y>0o0der y<—1}=(0,00) U (—00, —1] = R\(—1, 0].

Sieht man sich den Funktionsgraphen von g in Abbildung 5.2 an, so wird
diese rechnerische Uberlegung auch durch die Anschauung bestitigt.

7 ist ausgesprochen einfach
herauszufinden, denn h macht den x-Werten iiberhaupt keine Schwierig-
keiten. Da im Nenner der Ausdruck x? + 1 steht, der nie Null werden kann,
diirfen Sie alles einsetzen und erhalten somit den Definitionsbereich D = R.
Wie schon gewohnt, ist die Bestimmung des Wertebereichs etwas kompli-
zierter, und ich gehe wieder nach der Methode vor, die ich in Aufgabe (ii)
vorgestellt habe. Eine Zahl y ist genau dann im Wertebereich von h, wenn
es moglich ist, die Gleichung y = %5 nach x aufzuldsen. Fiir y = 0 ist
das offenbar problemlos méglich, denn es gilt 0 = h(0). Ich kann also im
folgenden annehmen, daf} y # 0 ist, damit ich bei eventuellen Divisionen
keine Probleme bekomme. Multiplizieren mit dem Nenner fithrt zu

y~(x2+1):x.
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\ Bild 5.2. g(x) = o5

Nun teile ich durch y und bringe anschlieflend alles auf die linke Seite. Das
ergibt dann:

X 1
+l=""alsox’*— = -x+1=0.

Das ist eine quadratische Gleichung mit der Unbekannten x, und ich muf
feststellen, wann diese Gleichung reelle Losungen hat. Versucht man, sie
nach der p, g-Formel zu l6sen, so kommt man zu den Losungen

1 1
X1g= — 4+ ,]— —1.
T2y 4y?

Wann ist nun eine quadratische Gleichung reell 16sbar? Doch genau dann,
wenn die Losungsformel reelle Losungen produziert, und das heif3t: wenn in
der Wurzel keine negativen Zahlen stehen. Die Bedingung fiir die Losbarkeit
der Gleichung lautet daher:

1 1
— —1>0, also — > 1.
4y? 4y?

Multiplizieren mit der positiven Zahl y? liefert:

y* < - und damit —

’

=)=

-
N —
N =

denn genau die Zahlen, die grofer oder gleich —3 und gleichzeitig kleiner
oder gleich 1 sind, haben ein Quadrat, das 1 nicht iibersteigt.

Ich habe somit herausgefunden, dafl die Gleichung y = 7 genau dann
nach x auflosbar ist, wenn —% <y< % gilt, und da in diesem Bereich auch
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osT \

T Bild 5.3. h(x)

_ x
T X241

der schon am Anfang gefundene Wert 0 liegt, beeutet das:

In Abbildung 5.3 kénnen Sie die Funktion h in ihrer graphischen Darstellung
bewundern.

In den Beispielen (ii) und (iii) konnten Sie sehen, wie man mit etwas Gliick
den Wertebereich einer Funktion f feststellt, indem man nachrechnet, fiir welche
Zahlen y die Gleichung y = f(x) reelle Losungen x hat. Sie sollten aber nicht
der Illusion verfallen, dafl das fiir alle Funktionen funktioniert. Oft genug ist
eine Funktion so kompliziert, daff man ihr schlicht nicht ansehen kann, ob
man die entsprechende Gleichung nach x aufldsen kann, und in diesem Fall
versagt das hier vorgestellte Verfahren. Wenn es nicht zu schlimm kommt, hilft
dann vielleicht die Methode der Kurvendiskussion, die wir im siebten Kapitel
besprechen werden.

5.2 Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Monotonie und geben Sie,
falls moglich, die Umkehrfunktion an.

(i) f:R— R, definiert durch f(x) = x%

(ii) f:[2,00) — R, definiert durch f(x) = v/x —2;

(i) f: (0, 00) — R, definiert durch f(x) = {3;

(iv) f:[0,00) — R, definiert durch f(x) = x - /x.

Losung Eine Funktion f : D — R ist dann monoton steigend, wenn aus x; <
x, stets folgt, dal auch f(x;) < f(x,) ist. Das heifit, wenn ein Input-Wert
kleiner als der andere ist, dann mufl auch der eine Output-Wert kleiner oder
gleich dem anderen sein. Will man noch den Teil ,,oder gleich loswerden, so

kommt man zum Begriff der streng monoton steigenden Funktion, denn eine
Funktion f : D — R ist dann streng monoton steigend, wenn aus x; < X,
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stets folgt, dal auch f(x;) < f(x;) ist. In diesem Fall ist der Funktionsgraph

von f eine echt ansteigende Kurve, die keine waagrechten Teile enthalten kann.

Auf die gleiche Weise kann man dann monoton fallende und streng monoton

fallende Funktionen definieren: eine Funktion f : D — R ist beispielsweise

dann monoton fallend, wenn aus x; < x, stets folgt, dafd auch f(x;) > f(x,) ist.

Die Funktion muf3 also dafiir sorgen, dal aus dem kleineren Input der gréflere

Output wird, und daraus folgt, daf3 der Funktionsgraph eine abfallende Kurve

ergibt. Ersetzt man noch > durch >, so erhélt man eine streng monoton fallende

Funktion mit streng abfallender Kurve ohne waagrechte Teile.

(i) Hier geht es um die Funktion f : R — R, definiert durch f(x) = x*. Sie
wissen natiirlich, wie das Schaubild dieser Funktion aussieht, und ich brau-
che es nicht aufzumalen: es ist eine Parabel, die von links oben kommt,
sich bis zum Nullpunkt bewegt und dann nach rechts oben in Richtung Un-
endlichkeit verschwindet. Die pure Anschauung zeigt also, daf es sich wohl
um keine in irgendeinem Sinn monotone Funktion handelt, da sie zuerst
fallt und dann ansteigt. Nun sind aber die verschiedenen Monotoniebegriffe
exakt und mit Hilfe von Formeln definiert, und deshalb darf man sich nicht
einfach auf die Anschauung verlassen, sonden muf ebenfalls etwas abstrak-
ter argumentieren.

Das ist aber gar nicht so schlimm, denn die Anschauung hat immerhin
schon einen Hinweis darauf gegeben, was ich tiberhaupt zeigen will: wenn
man der Funktion f(x) = x* den vollen Definitionsbereich R zubilligt, dann
ist sie weder monoton steigend noch monoton fallend. Wie kann man jetzt
zeigen, daf} eine Funktion nicht monoton steigend ist? Die Bedingung sagt,
dafl bei einer monoton steigenden Funktion generell aus x; < x, schon
f(x1) < f(x;) folgen mufi. Bei einer nicht monoton steigenden Funktion
ist das demnach nicht der Fall, und das heiflt, dafl diese generelle Mo-
notonieregel mindestens einmal verletzt wird. Sobald ich also ein einziges
Gegenbeispiel gefunden habe, kann die Monotoniebedingung nicht mehr ge-
nerell gelten, also ist die Funktion dann nicht monoton steigend. Aus dieser
Uberlegung folgt, da3 ich nur ein einziges Gegenbeispiel zur Monotoniebe-
dingung finden muf3, um zu zeigen, dafl eine Funktion nicht monoton stei-
gend ist. Und das ist hier iiberhaupt kein Problem. Ich nehme zum Beispiel
x1 = —1 und x, = 0. Dann ist offenbar x; < x,, aber f(x;) =1 > 0 = f(xy),
und somit gilt nicht: f(x;) < f(x,). Da ich ein Gegenbeispiel gefunden habe,
kann die Funktion f nicht monoton steigend sein.

Genauso behandelt man die Frage, ob f monoton fallend ist; ich brauche
auch hier nur wieder ein Gegenbeispiel zur Monotoniebedingung zu finden,
und die Sache ist erledigt. Suche ich mir also beispielsweise x; = 0 und
x; = 1 aus, so gilt natiirlich x; < x,, aber f(x;) =0 < 1 = f(x,). Somit
gilt sicher nicht: f(x;) > f(x,), und die Funktion kann auch nicht monoton
fallend sein. Damit sind auch mégliche Fragen nach strenger Monotonie be-
reits beantwortet. Eine streng monoton steigende Funktion ist automatisch
auch eine monoton steigende Funktion, und eine streng monoton fallende
Funktion ist automatisch auch eine monoton fallende Funktion. Da f aber



92

(i)

Funktionen

weder monoton steigend noch monoton fallend ist, kann f auch weder
streng monoton steigend noch streng monoton fallend sein.

Obwohl eigentlich alle Fragen zu dieser Funktion geklirt sind, kénnte es
sein, dal doch ein leichtes Unbehagen bleibt. In irgendeinem Sinne scheint
f ja doch monoton zu sein, und zwar streng monoton fallend fiir negative
x-Werte und streng monoton steigend fiir positive x-Werte. Das ist auch
wahr, man muf8 es nur korrekt formulieren. Zu diesem Zweck setze ich

D, = (—OO, 0] und D, = [0, OO)

Damit ist der gesamte Definitionsbereich aufgeteilt in zwei Teilbereiche, und
auf jedem Teil hat die Funktion ein bestimmtes Monotonieverhalten. Ich
definiere also

f1:Dy — R durch f(x) = x4,f2 :D; — R durch f,(x) = xt,

Die Berechnungsvorschrift ist zwar bei beiden Funktionen gleich, aber die
Definitionsbereiche sind sehr verschieden. Ich werde jetzt die beiden Funk-
tionen f; und f, auf ihr Monotonieverhalten untersuchen und fange mit
f1 an. Ist x; < x, und gilt zusétzlich x;, x, € Dy, so habe ich zwei Zah-
len, die negativ oder Null sind. Aus x; < x, folgt bei Zahlen aus (—o0, 0]
immer x{ > x3, weil beim Quadrieren nur noch die Betrige zdhlen und
das Vorzeichen nicht mehr interessiert. Nun sind aber die beiden Quadrate
positiv oder Null, und deshalb kann nochmaliges Quadrieren nichts mehr
am Relationszeichen dndern. Daraus folgt:

f10xe) = x1 = (x1)? > () = x5 = f1(x2).

Die Funktion f ist also streng monoton fallend. Einfacher wird es bei der
Funktion f,, weil sie ohnehin keine negativen Zahlen im Definitionsbereich
hat. Sind also x;, x, > 0 und x; < x,, so ist natiirlich x} < x3, also f1(x;) <
f2(x2). Deshalb ist f, streng monoton steigend.

Wihrend also f; und f, ein klares Monotonieverhalten haben, ist die Funk-
tion f selbst in keinem Sinne monoton. Sie kann daher auch keine Umkehr-
funktion besitzen.

Die Funktion f : [2,00) — R, definiert durch f(x) = +/x—2, ist im
Hinblick auf Monotonie einfacher zu handhaben, denn sie ist auf ihrem
gesamten Definitionsbereich [2, 00) streng monoton steigend. Hier geniigt
es natiirlich nicht, irgendwelche Beispiele anzugeben, da ich diesmal zei-
gen mufl, daf} die generelle Monotoniebedingung tatsdchlich erfiillt ist. Um
aber nachzuweisen, daf} eine generelle Bedingung erfiillt ist, muf ich auch
generell argumentieren und darf mich nicht auf Beispiele beschrdnken. Ich
nehme also zwei Zahlen x,, x, € [2, 00) mit x; < x,. Da es um f(x;) und
f(x2) gehen soll, werde ich erst einmal 2 auf beiden Seiten abziehen und
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erhalte:
X1 —2<x;—2.

Und wenn eine Zahl kleiner ist als die andere, dann mufl auch die Wurzel
aus der einen Zahl kleiner sein als die Wurzel aus der anderen. Damit gilt:

Vxr =2 < /x; =2, also f(x)) < f(x2).

Die Funktion ist also streng monoton steigend, und es macht deshalb Sinn,
nach einer Umkehrfunktion f~! zu suchen. Wihrend die gegebene Funktion
die x-Werte in y-Werte umsetzt, geht die Umkehrfunktion den umgekehr-
ten Weg und transformiert die y-Werte zuriick in die x-Werte. Deshalb
entspricht der Definitionsbereich der Umkehrfunktion dem Wertebereich
der gegebenen Funktion f, denn die aus f entstandenen y-Werte mufl ich
in die Umkehrfunktion einsetzen. Dagegen ist der Definitionsbereich von
f gleich dem Wertebereich von f~!, weil die Outputs der Umkehrfunktion
genau die Imputs von f sind. Die Suche nach dem Wertebereich von f~! ist
also einfach, denn er ist gleich dem Definitionsbereich [2, c0) von f. Nun
mufd ich noch den Wertebereich von f suchen, aber das ist kein Problem,
denn der kleinstmogliche Wert von f ist offenbar f(2) = 0, und danach
geht es mit den Werten von f steil bergauf. Daher hat f den Wertebereich
[0, 00), und ich habe damit auch gleichzeitig den Definitionsbereich von
f~! gefunden. Die Umkehrfunktion verlduft also auf den Bereichen

f71:10,00) — [2, 00).

Die Berechnungsvorschrift fiir die Umkehrfunktion erhélt man, indem man
in der Formel y = f(x) nach x auflost und anschlieflend die Rollen der
Variablen x und y vertauscht. Hier bedeutet das:

y=vx—-2&y=x-2&x=y" +2.

Dabei habe ich im ersten Schritt die Gleichung quadriert und im zweiten
Schritt auf beiden Seite 2 addiert. Vertauschen der Variablen liefert dann:

y=x*+2, also f'(x) =x*+2.

(iii) Die Funktion f : (0, 00) — R, definiert durch f(x) = ﬁ, ist recht iiber-
sichtlich und einfach zu behandeln. Wenn x ansteigt, dann wird der Funk-
tionswert abfallen, da durch die Inputs geteilt wird und nur positive Inputs
im Definitionsbereich zugelassen sind. Damit aber nichts schiefgehen kann,
muf ich wieder streng nach der Definition vorgehen und das entsprechende
Monotoniekriterium testen. Ich behaupte also, dal f streng monoton fal-
lend ist. Um das zu zeigen, wihle ich zwei beliebige Zahlen x;, x, aus dem
Definitionsbereich (0, oc) mit x; < x,. Da x; und x, positiv sind, folgt
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daraus

1 1 1 1

Y > % also auch: f(x;) = e > 75 = f(x2).
Somit ist f(x;) > f(x;), und das bedeutet, daf3 die Funktion streng monoton
fallend ist. Man kann also auch hier nach einer Umkehrfunktion f~! suchen.
Der Wertebereich dieser Umkehrfunktion entspricht dem Definitionsbereich
von f, also der Menge (0, 00). Um den Definitionsbereich von f~! angeben
zu konnen, mufl ich den Wertebereich von f finden. Nun kann ich aber in
f(x) = 1% jede beliebige positive Zahl einsetzen. Fiir sehr kleine positive
Zahlen x ist dann f(x) sehr grofl, und je néher ich mit den Inputs an
die Null herankomme, desto starker gehen die Funktionswerte in Richtung
Unendlichkeit. Und fiir sehr grofle positive Zahlen ist f(x) sehr klein, so
dafl ich mich mit den Funktionswerten immer mehr der Null annéhere, je
grofler die Inputs werden. Folglich nimmt f(x) genau alle positiven Zahlen
als Werte an; der Wertebereich von f ist also gleich der Menge (0, 00). Damit
habe ich auch wieder gleichzeitig den Definitionsbereich von f~! gefunden.
Die Umbkehrfunktion verlduft also auf den Bereichen

F71:(0,00) — (0, 0).

Die Berechnungsvorschrift von f~! herauszufinden, ist wieder kein nen-
nenswertes Problem. Ich setze an:

1 1
= — 17xy =1 = —.
4 17x < J @ 17y
Vertauschen der Variablen liefert dann
1 1
= —also f}(x) = —.
Y=g e S =0

Auch wenn die Rechnung einfach war, ist das Ergebnis doch ein wenig
seltsam. Funktion und Umkehrfunktion sind hier ndmlich gleich, aber das
braucht niemanden zu stéren und wird gleich klarer, wenn Sie einen Blick
auf Abbildung 5.4 werfen.

Der Funktionsgraph von f ist symmetrisch zur ersten Winkelhalbieren-
den, und da man den Funktionsgraphen der Umkehrfunktion erhilt, indem
man den Graphen der Funktion an der ersten Winkelhalbierenden spie-
gelt, mufl die Umkehrfunktion der Funktion entsprechen. Daher gilt hier
fo) = f(x).

Zum Schluf} der Aufgabe geht es noch um die Funktion f : [0, 00) — R,
definiert durch f(x) = x-4/x. Hier ist es sinnvoll, die Funktion etwas anders
zu schreiben, bevor man mit der eigentlichen Untersuchung startet. Es gilt
nidmlich:

fx) = x/x =52 Jx =52 x = V%2
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= s 2% Bild 5.4. f(x) = L

Da im Definitionsbereich nur positive Zahlen zugelassen sind, ist diese Um-
formung auch vollig unproblematisch. Jetzt kann ich aber die Frage nach
der Monotonie schnell kldren, denn die Funktion ist offenbar streng mo-
noton steigend: wenn x ansteigt, dann steigt auch x° an, und wenn x* an-
steigt, dann auch seine Wurzel. Zur Sicherheit iiberpriife ich die Monotonie
aber wieder an Hand der genauen Definition und nehme mir zwei Zahlen
X1, %2 € [0,00) mit x; < x,. Da beide Zahlen positiv sind, ist dann auch
x] < x3. Da weiterhin die Wurzel aus einer kleineren Zahl kleiner ist als die
Wurzel aus einer grofleren Zahl, folgt:

e =[x < /5 = fx.

Damit ist f(x;) < f(x2), und die Funktion ist streng monoton steigend.
Auch hier ist also die Suche nach einer Umkehrfunktion f~! sinnvoll. Der
Wertebereich von f~! ist gleich dem Definitionsbereich [0, c0) von f. Um
den Definitionsbereich von f ~! 7u finden, mache ich mich auf die Suche
nach dem Wertebereich von f. Die Funktion f startet bei x = 0 und liefert
hier den Funktionswert f(0) = 0. Danach steigt sie immer mehr an, und
fiir beliebig grofy werdende Inputs x liefert sie auch beliebig grofle Outputs
/x3. Der Wertebereich von f lautet also ebenfalls [0, 00), und damit habe
ich auch schon den Definitionsbereich der Umkehrfunktion identifiziert. Sie
verlduft also auf den Bereichen

f71:10, 00) — [0, c0).

Die Berechnungsvorschrift von f~! finde ich wieder auf die iibliche Weise
heraus. Ich setze an:

y=Vx* sy =x> o x =/,

wobei es sich hier um unproblematische Aquivalenzumformungen handelt,
weil alle auftretenden Zahlen positiv sind. Vertauschen der Variablen liefert
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dann:
y= Vx2 also flx) = Vx2,

5.3  Gegeben sei das Polynom p(x) = 2x* + 3x®> — x? + 5x — 17. Berechnen Sie
mit Hilfe des Horner-Schemas den Funktionswert p(2).

Losung Das Horner-Schema beruht auf einer einfachen Umformung des ge-
gebenen Polynoms p und hat das Ziel, die Funktionswerte von p schnell und
effizient zu berechnen. Ich werde hier kurz zeigen, um welche Umformung es
sich dabei handelt, und wie man sie in ein Rechenschema iibersetzen kann. Fiir
die pure Losung der Aufgabe ist natiirlich nur die Angabe des Schemas und
des daraus folgenden Ergebniswertes nétig, aber hin und wieder kann es nicht
schaden, wenn man weif3, was man da eigentlich macht.

Die Idee besteht darin, die Variable x immer wieder vorzuklammern. Konkret
bedeutet das fiir mein Polynom:

2% 4+3x° —x?+5x—17 = QX +3x> —x+5)-x— 17
= (2x*+3x—1)-x+5) -x—17
= ((2x+3)-x—1)-x+5)-x—17.

Ich habe also in der ersten Gleichung aus den ersten vier Summanden x
ausgeklammert, dann aus den ersten drei Summanden des Klammerausdrucks
(2x* + 3x* — x + 5) wieder x ausgeklammert und danach den neuen Klammer-
ausdruck (2x* + 3x — 1) der gleichen Behandlung unterworfen.

Diese Formel kann man nun in ein einfaches Rechenschema iibersetzen, das
sogenannte Horner-Schema. Es beruht auf dem Hin-und Herwechseln zwischen
Multiplikation und Addition, das in der oben entwickelten Formel zum Ausdruck
kommt.

Ich schreibe zunichst einmal das Horner-Schema zur Berechnung von p(2)
vollstandig hin und erkldre danach die einzelnen Schritte.

23 -1 5 —17
+ 4+ + +
Xg =2 4 14 26 62

2 7 13 31 45

Ich darf daran erinnern, daf
Px)=((2x+3)-x—1)-x+5) -x—17

gilt. Das angegebene Horner-Schema setzt diese Formel nun fiir x = 2 um.
In der ersten Zeile stehen die Koeffizienten des Polynoms p. Ich schreibe den
fithrenden Koeffizienten 2 noch einmal in die dritte Zeile. Die innerste Klammer
der Formel sagt dann aus, daf} die 2 mit dem x-Wert 2 multipliziert werden
mufl. Das Ergebnis 4 schreibe ich in die zweite Spalte der zweiten Zeile. Danach
muf in der innersten Klammer auf das Ergebnis der Multiplikation eine 3 addiert
werden. Das ist duflerst praktisch, denn iiber der 4 habe ich gerade eine 3 stehen,
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und die Addition ergibt 7. Die innerste Klammer ist damit abgearbeitet, und ihr
Ergebnis 7 mufl wieder mit 2 multipliziert werden. Das neue Ergebnis 14 schreibe
ich wieder in die zweite Zeile, und Sie sehen, dafl es genau unter der —1 landet.
Zum Gliick sagt aber die Formel aus, dafl genau die 1 von der 14 abgezogen
werden muf}, und das Ergebnis 13 schreibe ich unter der 14 in der dritten Zeile
auf.

So geht das Spiel weiter, bis alle Spalten gefiillt sind. Man addiert die erste
und zweite Zeile, schreibt das Ergebnis in die dritte Zeile und multipliziert es
mit dem x-Wert 2. Das Ergebnis dieser Multiplikation schreibt man dann in die
zweite Zeile der néchsten Spalte. Wie Sie dem Schema entnehmen kénnen, steht
zum Schlufl unten rechts das Endergebnis 45. Daher ist p(2) = 45.

Um es noch einmal zu sagen: die Aufgabe ist bereits dann geldst, wenn Sie
das Horner-Schema aufschreiben und daraus den richtigen Schlufl p(2) = 45
ziehen. Alles weitere diente nur der Erkldrung dieses zwar effizienten, aber doch
etwas eigenartig aussehenden Rechenweges.

5.4  Gegeben sei das Polynom p(x) = 3x®> — 2x> + x — 1. Bestimmen Sie mit
Hilfe des Horner-Schemas das Polynom g mit der Eigenschaft:

px) — p(1) = (x —1) - q(x).

Losung Wie Sie in Aufgabe 5.3 gesehen haben, kann man das Horner-Schema
verwenden, um ohne groflen Aufwand den Funktionswert eines Polynoms an
einer bestimmten Stelle zu berechnen. Das ist aber noch nicht alles. Beim Be-
rechnen des Funktionswertes verwendet man von den Ergebnissen der dritten
Schemazeile nur den letzten Eintrag, denn er entspricht dem gesuchten Funkti-
onswert. Die vorherigen Eintrédge in dieser dritten Zeile haben allerdings auch
noch ihre eigene Bedeutung, und sie kommt bei der Losung dieser Aufgabe zum
Tragen. Sucht man fiir den Wert x; = 1 ein Polynom g mit der Eigenschaft
p(x) — p(1) = (x — 1) - gq(x) so hat dieses Polynom g genau die Koeffizienten,
die sich - mit Ausnahme des letzten Eintrags - aus der dritten Zeile des Horner-
Schemas von p fiir x; = 1 ergeben. Um aus p(x) — p(1) den Linearfaktor x — 1
abzuspalten, mufl ich also nur das Horner-Schema von p bei x, = 1 ausfiillen,
und schon kann ich aus der dritten Zeile des Polynoms die Koeffizienten von g
ablesen.

Ich werde jetzt also das Horner-Schema des Polynoms p(x) = 3x®> — 2x* +
x — 1 fiir den Punkt xo = 1 ausfiillen. Wie man dabei im Einzelnen vorgeht,
habe ich schon in Aufgabe 5.3 erklért, und ich verzichte jetzt deshalb auf eine
Wiederholung. Das Schema lautet:

3 -1

-2 1
+ + +
X0:1 3 1 2

31 2 1

Daraus laf3t sich nun zweierlei ablesen. Erstens sagt mir der letzte Eintrag der
dritten Zeile, daf§ p(1) = 1 gilt: das ist schon ganz gut, war aber eigentlich nicht
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gefragt. Zweitens habe ich auch noch die ersten drei Eintrédge der dritten Zeile,
und diese drei Eintrége liefern mir die Koeffizienten meines gesuchten Polynoms
q. Es gilt jetzt ndmlich:

q(x) =3x* + 1x+2 =3x>+x+2.

Ich erhalte also das Polynom g, das die Gleichung p(x) — p(1) = (x — 1) -
q(x) erfiillt, indem ich das Horner-Schema von p fiir x, = 1 starte und - vom
letzten Eintrag abgesehen - die Eintrdge der dritten Zeile als Koeffizienten fiir q
verwende. Daf3 ich dabei einen Koeffizienten weniger brauche als fiir p, ist nicht
sehr iiberraschend, denn schliellich mufl der Grad von g um 1 niedriger sein
als der von p.

Wenn man nun ganz sicher gehen will, kann man natiirlich auf einfache Weise
nachpriifen, ob das auch wirklich stimmt: Ich muf$ nur (x — 1) - g(x) ausrechnen.
Es gilt:

(x—1)-Bx*+x42) = 3x° + x> +2x—3x* —x—2 = 3x° —2x°+x—2 = p(x)—p(1),
denn p(1) = 1. Daher ist tatsdchlich p(x) — p(1) = (x — 1) - q(x).

5.5 Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

x2—4,
x+2°

@ tim

.. . x2—4,
G fim 55

x2—x—12,
x+3 2

i Jim,

x*—3x+2
x2—5x+6"

) m

Losung Man kann grob zwischen zwei Klassen von Grenzwerten unterscheiden:
den Grenzwerten von Folgen und den Grenzwerten von Funktionen. Beispiele
von Folgengrenzwerten haben Sie im vierten Kapitel gesehen, und ein wesent-
liches Merkmal dieser Grenzwerte war es, dafy es immer irgendeine laufende
Nummer n gab, die gegen Unendlich ging. Deshalb machte es dort auch oft
Sinn, durch die hochste Potenz von n zu kiirzen, wenn die Folgenglieder Briiche
waren, deren Zéhler und Nenner jeweils aus einem Polynom bestand.

Bei Grenzwerten von Funktionen ist die Lage anders. Zwar kann es auch
hier vorkommen, dafl x gegen Unendlich geht, und in diesem Fall spricht nichts
gegen die Anwendung der Kiirzungsmethode, sofern die Funktion wieder ein
Bruch der passenden Art ist. Aber man muf} auch damit rechnen, dafl x gegen
eine Zahl x, gehen wird, die zu allem Ubel nicht einmal im Definitionsbereich der
Funktion liegen mufi. In solchen Fillen mufl man zu vollig anderen Methoden
greifen, und diese Methoden stelle ich an Hand der folgenden Beispiele vor.

(i) Zu berechnen ist der Grenzwert lin% ’;2;24 Ich habe es hier also mit der
xX—

Funktion f(x) = ’;2 ;24 zu tun, und diese Identifizierung macht die Sache

gleich etwas leichter. In dieser Aufgabe soll x — 2 gehen, und die 2 gehort
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ganz offensichtlich zum Definitionsbereich der Funktion f, so dafy ich mich
nicht mit irgendwelchen Nullstellen des Nenners herumérgern mufl. Wenn
x — 2 geht, dann geht x> — 4 und damit x> — 4 — 0. Der Zahler hat also
den Grenzwert 0, in Formeln:

lirré(x2 —4) =0.

Und auch im Nenner soll x — 2 gehen, und damit geht x +2 — 4. Wieder
in einer Formel geschrieben:

liné(x +2) =4

Da der Nenner also einen von Null verschiedenen Grenzwert hat, kann ich

hier die alte Regel anwenden, dafl der Grenzwert eines Quotienten gleich

dem Quotienten der Grenzwerte von Zihler und Nenner ist, falls nur der
Nennergrenzwert nicht gerade Null wird. Damit ist:

. 2 _

x2—g4 limx—-4

lim = < = - =
x—2 x4 2 l1mz(x +2) 4
x—

—
72 .

Die Situation wird ein wenig komplizierter bei dem Grenzwert lim *
x—2

Zwar sieht die Funktion f(x) = f: :24 auch nicht schlimmer aus als die
Funktion aus Aufgabe (i), aber der wesentliche Unterschied besteht darin,
dafl die 2, gegen die mein x wieder gehen soll, nicht mehr im Definitions-
bereich der Funktion liegt: sobald ich 2 in die Funktion f einsetzen will,
erhalte ich eine Null im Nenner, und Briiche mit einer Null im Nenner sind
sinnlose Ausdriicke. Ich muf} hier also etwas raffinierter vorgehen. Natiirlich

kann ich wie in Teil (i) rechnen:

lim(x* —4) = 0 und lim(x — 2) = 0,
x—2 x—2

aber das wird mir hier nichts helfen, weil die oben verwendete Regel iiber
Grenzwerte von Quotienten voraussetzt, dafy im Nenner keine Null auf-
taucht.

Bei dieser Funktion kann ich mir nun mit der dritten binomischen Formel
helfen. Sie lautet bekanntlich a?> — b*> = (a — b)(a + b) und hat die Aufgabe,
die Differenz zweier Quadrate in ein Produkt zu verwandeln. Der Zihler
meiner Funktion f ist aber ein Paradebeispiel fiir diese dritte binomische
Formel, denn es gilt:

xK—da=x*—22=(x—2)(x+2).

Das trifft sich deshalb besonders gut, weil der Faktor x — 2 auch im Nenner
der Funktion vorkommt, und weil es genau dieser Faktor war, der den Arger
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(iii) Nach dem gleichen Prinzip gehe ich auch bei dem Grenzwert lim

Funktionen
verursacht hat. Jetzt kann ich aber schreiben:

CoxXr =4 (x=2(x+2)
lim = lim ———— ™ —
x—2 X — 2 x—2 x—2

lim(x+2)=2+2=4.
x—2

Im ersten Schritt habe ich einfach nur x*> — 4 nach der dritten binomischen
Formel umgeschrieben. Im zweiten Schritt habe ich dann ausgenutzt, daf}
sowohl Zghler als auch Nenner den gemeinsamen Faktor x — 2 enthalten,
denn gemeinsame Faktoren kann man herauskiirzen, und danach blieb nur
noch der Term x+ 2 iibrig. Dal dann x+2 — 4 geht, wenn x — 2 tendiert,
war nicht mehr iiberraschend.

Die wesentliche Idee bei Grenzwerten dieser Art besteht also darin, den
kritischen Linearfaktor - in diesem Fall (x — 2) - aus dem Bruch heraus-

zukiirzen.
xX—x—12
X—>_3 Xt3

vor. Zunichst ist es immer einen Versuch wert nachzusehen, ob vielleicht
die Stelle —3 im Definitionsbereich der Funktion f(x) = "2%512 liegt, was
in diesem Fall auf die Frage hinauslduft, ob der Nenner beim Einsetzen
zu Null wird. Aber kaum ist die Frage gestellt, sieht man auch schon die
Antwort: natiirlich ist —3 + 3 = 0, also kann man mit purem Einsetzen
nicht weiterkommen. Es wird auch hier wieder darum gehen, den kritischen
Linearfaktor herauszukiirzen, und da es sich um die Zahl x, = —3 handelt,
lautet der kritische Faktor x —xy = x—(—3) = x+3. Im Nenner brauche ich
ihn gar nicht erst zu suchen, da steht er schon von alleine und verursacht
die bekannten Schwierigkeiten. Das Problem besteht hier darin, daf§ er zwar
auch irgendwie im Zahler enthalten sein muf3, aber der Zadhler diesmal nicht
so einfach iiber eine dritte binomische Formel aufgelost werden kann wie
im Fall (ii).

Das ist aber nicht so schlimm. Ganz offensichtlich ist —3 eine Nullstelle
des Nenners, und durch simples Einsetzen kénnen Sie feststellen, daff —3
auch eine Nullstelle des Zahlers ist, denn es gilt (—3)> — (=3) — 12 =9 +
3 — 12 = 0. Der Zidhler ist aber ein quadratisches Polynom, und wenn so
ein quadratisches Polynom eine reelle Nullstelle hat, dann hat es auch noch
eine, denn die p, g-Formel liefert entweder zwei reelle Nullstellen oder gar
keine. Die Gleichung x* —x— 12 = 0 hat nach der p, g-Formel die Lésungen:

] 1 1 29 1 7
— oty 2=ty D=
Ma=gE\g T 2 4 272

Damit ist x; = —3 und x, = 4. Die erste Nullstelle liefert mir keine neue
Information, denn daf} —3 eine Nullstelle des Zahlers ist, wuflte ich schon
vorher. Aber jetzt kenne ich beide Nullstellen, und das bringt mich bei der
Grenzwertberechnung ein ganzes Stiick vorwirts, weil jede Nullstelle eines
Polynoms zu einem Linearfaktor fiihrt, der in dem Polynom enthalten sein
mufl. Mein Zdhlerpolynom hat also die Linearfaktoren x — (=3) = x + 3
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und x —4. Da ein quadratisches Polynom nicht mehr als zwei Linearfaktoren
haben kann, heiflt das:

P —x—12=(x+3) (x—4),

wie Sie auch leicht durch Ausmultiplizieren iiberpriifen konnen, falls Sie
mir nicht trauen sollten. Damit wird die Berechnung des Grenzwertes ganz
einfach. Es gilt:

Lo xr—x—12 L (x+3)(x—4)
lim ——— = lim —————=
x——3 x+3 x——3 x+3

= lim3(x—4)
= —3-4=-7.

In der ersten Gleichung habe ich dabei die Zerlegung des Zahlers in seine
zwei Linearfaktoren vorgenommen, in er zweiten Gleichung habe ich den
gemeinsamen Faktor x + 3 aus Zdhler und Nenner herausgekiirzt, und in
der dritten Gleichung habe ich nur noch festgestellt, daf x —4 — —7 gehen
muf, wenn x — —3 geht.

s x2—3x+42
Der Grenzwert )lcl_)n% oo

Beginn teste ich wie iiblich, was in Zdhler und Nenner herauskommt, wenn
ich den Wert x, = 2 einsetze, gegen den x gehen soll. Es gilt:

ist wieder etwas aufwendiger, aber nicht sehr. Zu

22-3.242=0und 2> -5-246=0,

also ergibt sich in Zdhler und Nenner der Wert Null. Die Zahl 2 gehort
daher nicht zum Definitionsbereich der Funktion f(x) = ﬁ:g;‘ié, und ich
muf! wieder zusehen, wie ich meine kritischen Linearfaktoren in Zihler
und Nenner loswerde. Wie das geht, habe ich Thnen aber schon in Teil
(iii) gezeigt: sobald ich iiber alle Nullstellen eines Polynoms verfiige, kenne
ich auch gleichzeitig seine Linearfaktoren, in die ich es aufspalten kann,
denn sie haben alle die Form x—Nullstelle. Die Nullstellen von Zéhler und
Nenner berechne ich wieder mit Hilfe der p, g-Formel. So hat die Gleichung

x> — 3x+ 2 = 0 die Losungen

3 9 3 1 3 1
Xi2=>+ —221\[21,
2727V 2 Ve 272

also x; = 1 und x, = 2. Daher kann ich den Zdhler zerlegen in seine
Linearfaktoren

=3x+2=(x—=1)-(x=2).
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Auf die gleiche Weise behandle ich den Nenner. Die Gleichung x*>—5x+6 = 0
hat die Losungen

5 125 5 1 5 1
X34:*:l: —6=:|:\/7=:|:,
’ 2 4 2 4 2 2

also x3 = 2 und x; = 3. Beachten Sie iibrigens, daf ich die Nullstellen hier
mit x; und x4 bezeichnen mufite, weil die gdngigen Bezeichnungen x; und
x, schon fiir die Nullstellen des Zahlers vergeben waren.In jedem Fall kann
ich jetzt auch den Nenner in seine Linearfaktoren zerlegen:

X =5x+6=(x—2)(x—23).
Ist man einmal so weit gekommen, ist die eigentliche Berechnung des Grenz-

wertes gar kein Problem mehr. Es gilt nun:

. ox2—=3x+42 Lo (x—D(x—-2)
lim =———= = lim ————— =
x—2 x2 —5x+ 6 =2 (x —2)(x — 3)

Dabei habe ich nichts anderes getan als in Teil (iii) auch. In der ersten
Gleichung habe ich die Zerlegung des Zdhlers und des Nenners in jeweils
zwei Linearfaktoren vorgenommen, in der zweiten Gleichung habe ich den
gemeinsamen Faktor x — 2 aus Zdhler und Nenner herausgekiirzt, und in
der dritten Gleichung habe ich nur noch festgestellt, dal x —1 — 2 —1 und
x —3 — 2 — 3 gehen muf}, wenn x — 2 geht.

5.6 Berechnen Sie fiir die Funktion

% falsx<o
f) = {x2 falls x > 0

den Grenzwert
lim f(x).
x—0

Ist die Funktion fiir xo = 0 stetig?

Losung Die Funktion f in dieser Aufgabe ist stiickweise definiert: links vom
Nullpunkt einschliellich dem Nullpunkt selbst soll x* herauskommen, und rechts
vom Nullpunkt ergibt sich x*. Offenbar ist x, = 0 genau der ,,Umschlagpunkt®,
an dem sich das Verhalten der Funktion dndert, und genau an diesem Punkt soll
ich den Grenzwert der Funktion berechnen. Geht es um die Bestimmung eines
Grenzwertes an einem solchen Umschlagpunkt, dann empfiehlt sich fast immer
die gleiche Vorgehensweise: die Verwendung einseitiger Grenzwerte.
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Bei der Untersuchung des Grenzwertes lil’l’(l) f(x) geht man der Frage nach, wie
x—

sich f(x) verhalten wird, wenn die x-Werte sich der Null annéhern. Nun kénnen
sie sich aber auf zwei verschiedene Arten an die Null herantasten, von links oder
von rechts, und das macht fiir die Funktion einen grofien Unterschied: wenn die
x-Werte von links kommen, erzeugen sie den Funktionswert f(x) = x3, wenn sie
von rechts kommen, haben wir den Funktionswert f(x) = x*. Fiir das Verhalten
der Funktion spielt es also eine Rolle, ob ich mit x < 0 oder mit x > 0 operiere.
Deshalb werde ich jetzt die sogenannten einseitigen Grenzwerte ausrechnen. Der
Grenzwert

lim f(x)

x—0,x<0

beschreibt, wie sich f(x) verhélt, wenn man sich der Null mit negativen x-Werten
anndhert, wihrend der Grenzwert

lim f(x)

x—0,x>0

Kklarstellt, wie sich f(x) verhélt, wenn man sich der Null mit positiven x-Werten
anndhert. Es gilt:

lim f(x)= lim x’=0°=0,
x—0,x<0 x—0,x<0

denn fiir negative x-Werte habe ich immer den Funktionswert f(x) = x’; wenn
aber x — 0 geht, dann muf} x> — 0% = 0 konvergieren. Weiterhin ist

lim f(x)= lim x*=0*=0,
x—>0,x>0 x—>0,x>0

und das Argument ist fast das gleiche wie eben: fiir positive x-Werte habe ich
immer den Funktionswert f(x) = x%; wenn aber x — 0 geht, dann muf3 xr —
0> = 0 konvergieren. Es spielt also keine Rolle, von welcher Seite ich mich
der Null annidhere, im Grenzwert kommt sowohl von links wie auch von rechts
immer Null heraus. Daher gilt:

lim f(x) = 0.

Nun geht es noch um die Frage, ob f im Punkt x, = 0 stetig ist. Eine Funktion
f ist aber in einem Punkt x, genau dann stetig, wenn sie dort erstens einen
Grenzwert besitzt und zweitens dieser Grenzwert auch noch mit dem dortigen
Funktionswert iibereinstimmt. In Formeln gesagt muf gelten:

E&ﬂ@zﬂm-
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Den Grenzwert habe ich bereits ausgerechnet; er lautet lin}) f(x) =0.Firx=0
X—

ist aber laut der Definition der Funktion f(0) = 0° = 0, und damit gilt:
limof(x) = 0= f(0).

Da Grenzwert und Funktionswert fiir x, = 0 {ibereinstimmen, ist die Funktion
bei xo = 0 stetig.

5.7 Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Stetigkeit und erstellen Sie
fiir jede Funktion ein Schaubild.

(i) f:R — R, definiert durch

_ [x falls x <0
f(x)_{x—i—l falls x > 0 °
(ii)) g:R — R, definiert durch

(x) = {62 falls x = 3
g £ fallsx#3
Wie kann man die Funktion g einfacher darstellen?

Losung Es geht hier um ein dhnliches Problem wie in Aufgabe 5.6: von einer
gegebenen Funktion ist festzustellen, ob sie stetig ist. Allerdings ist hier in beiden
Fillen kein spezieller Punkt mehr angegeben, in dem die Stetigkeit getestet wer-
den soll, und das bedeutet, daf} ich mich um den gesamten Definitionsbereich
kiimmern muf3. Stetigkeit heiflt natiirlich immer noch das Gleiche wie vorher:
eine Funktion f ist genau dann stetig in einem Punkt x, aus ihrem Definitions-

bereich, wenn der Grenzwert lim f(x) existiert und gleich dem Funktionswert
X—Xq

f(xo) ist. Wenn der Grenzwert also nicht existiert, dann ist die Funktion an die-
sem Punkt unstetig, denn eine nicht vorhandener Grenzwert kann nicht gleich
dem Funktionswert sein. Und wenn es den Grenzwert tatsdchlich gibt, muf§ man
ihn noch mit dem Funktionswert vergleichen: erst wenn beide gleich sind, ist die
Funktion im Punkt x, stetig. Da fiir beide Funktionen kein spezieller Punkt x,
angegeben ist, mufl ich den Test fiir jedes beliebige x, aus dem Definitionsbereich
durchfiihren.
(i) In Abbildung 5.5 ist das Schaubild der Funktion f aufgezeichnet: fiir x <0
ist f(x) =x, fir x > 0ist f(x) =x+ 1.
Die kritische Stelle dieser Funktion ist offenbar x, = 0, an allen anderen
Stellen sieht sie ausgesprochen stetig aus. Daf3 sie so aussieht, ist natiirlich
noch ldngst kein Argument, und ich muf§ zusehen, wie ich fiir beliebige
von 0 verschiedene Werte die Stetigkeit von f beweise. Da die Funktion
stiickweise definiert ist, macht es Sinn, erst Punkte links von der Null und
dann Punkte rechts von der Null zu betrachten. Es sei nun also x; < 0.
Zunéchst muf ich den Grenzwert xlmg f(x) berechnen, aber da gibt es nicht
—X1

viel zu tun. Wenn x; kleiner als Null ist und x — x; geht, dann muf frither
oder spdter auch x kleiner als Null sein, und damit weif8 ich genau, welchen
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e Bild 5.5. Funktionsgraph fiir f(x)

Funktionswert x liefert. Es gilt also:

lim f(x) = lim x = x;.
X— X1 X— X1
Da auch f(x;) = x; gilt, ist die Funktion fiir jedes x; < 0 stetig. Damit
kann ich zu positiven x-Werten iibergehen und die Stetigkeit in einem be-
liebigen Punkt x, > 0 untersuchen. Zundchst werde ich wieder den Grenz-
wert xhn; f(x) berechnen, aber auch hier féllt nicht viel Arbeit an. Wenn x,
—X2

grofler als Null ist und x — x, geht, dann muf3 frither oder spiter auch x
grofler als Null sein, und damit weifl ich genau, welchen Funktionswert x
liefert. Es gilt also:

lim f(x) = limx+1=x,+ 1.

X—>X) X—> X,
Da auch f(x;) = x, + 1 gilt, ist die Funktion fiir jedes x, > 0 stetig.
Ubrig bleibt der kritische Fall x, = 0. Der Nullpunkt ist der Umschlag-
punkt, an dem die Funktion ihr Verhalten &ndert, da sie links von der Null
nach einer anderen Berechnungsvorschrift gebildet wird als rechts. Folglich
komme ich hier um die Betrachtung einseitiger Grenzwerte nicht herum. Es
gilt:

Jim f0 = lim x=0

denn sobald ich mich dem Nullpunkt von links ndhere, erhalte ich immer
die Funktionswerte f(x) = x, und wenn x — 0 geht, dann geht eben x — 0.
Weiterhin ist:

lim f(x)= l%)m 0x+1:0+1:1,

x—0,x>0

denn sobald ich mich dem Nullpunkt von rechts néhere, erhalte ich immer
die Funktionswerte f(x) = x+1, und wenn x — 0 geht, dann geht natiirlich
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x+1— 0+ 1 = 1. Links- und rechtsseitiger Grenzwert stimmen also bei
%o = 0 nicht iiberein, und das bedeutet, dal die Funktion f im Nullpunkt
keinen einheitlichen Grenzwert besitzt. Damit kann sie auch nicht stetig bei
xo = 0 sein.

Die Funktion f ist also fiir xo = 0 unstetig und {iberall sonst stetig.

Bei der Funktion

() = { 6 falls x = 3
g L9 falls x # 3

liegen die Dinge etwas anders. Sie ist zwar stiickweise definiert, aber das
erste Stiick des Definitionsbereichs besteht nur aus der Zahl 3, wihrend
das zweite Stiick den gesamten Rest der reellen Achse ausmacht. Das ist
deshalb notig, weil man in den Ausdruck ’;2:39 den Wert x = 3 nicht ein-
setzen kann und somit separat festlegen mufi, welcher Funktionswert bei
x = 3 herauskommen soll. Der eigentlich kritische Punkt diirfte deshalb
bei xg = 3 liegen. Ich fange mit dem einfacheren Fall an und untersuche
zuerst die Stetigkeit in einem beliebigen Punkt x; # 3. Dazu muf ich den

Grenzwert lim g(x) ausrechnen. Wenn aber x — x; geht und x; # 3 ist,
xX—> X

dann muf frither oder spater auch x # 3 sein, und damit ist klar, welche
Funktionswerte x liefert. Es gilt also:

2 2

x-—=9 x7—9
lim ¢(x) = lim =4 ,
x— X g x—x X —3 x;—3

denn x; ist von 3 verschieden, und ich kann daher einfach den x-Wert x; in
meine Funktionsgleichung einsetzen. Da zusétzlich auch noch g(x;) = ﬁ:?
gilt, stimmen Grenzwert und Funktionswert iiberein, und die Funktion ist
stetig in x;.

Bei xy = 3 sieht das schon etwas anders aus. Zur Berechnung des Grenz-
wertes

. Coxr—9

lm g0 = lim
kann ich nicht einfach in Zdhler und Nenner x — 3 gehen lassen, denn das
ergibt beide Male den Wert Null. Ich muf$ mich also an die Methoden aus
Aufgabe 5.5 erinnern und dem Zéhler dieses Bruches ansehen, daf} er wieder
einmal eine dritte binomische Formel darstellt. Wegen x* —9 = (x—3)(x+3)
folgt:

. LoxX*=9 . (x—=3)(x+3)
lim g(x) = lim =lim ———=
x—3 x—3 X —3 x—3 x—3

zliné(x+3):3+3:6,

denn in dem Bruch konnte ich den gemeinsamen Faktor x — 3 aus Zahler
und Nenner herauskiirzen, so dafl nur noch x+ 3 im Limes stehenblieb. Ich
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Bild 5.6. Funktionsgraph fiir g(x)

habe also herausgefunden, daf3
lim3 gx) =6

gilt. Da auch g(3) = 6 gilt, stimmen Grenzwert und Funktionswert an der
Stelle xo = 3 iiberein, weshalb g auch in x, = 3 stetig ist.

Man hitte sich das Leben auch gleich etwas einfacher machen kénnen. Fiir
x # 3 ist g(x) = ’j::; = x+ 3. Fiir x = 3 ist aber g(x) =6 =3+3 =x+3.
Folglich gilt generell g(x) = x+ 3, und da Polynome immer stetig sind, ist g
eine auf ganz R stetige Funktion. Ihr Schaubild finden Sie in Abbildung 5.6.

5.8 Bilden Sie jeweils die Hintereinanderausfiihrungen f o g und go f.

2
(i) f(x) =2x+3 und g(x) =4/ ;i—i;
(i) f(x) = x> + x und g(x) = /x.

Losung Die Hintereinanderausfithrung zweier Funktionen ist keine grofle Sa-
che. Will man beispielsweise (f o g)(x) berechnen, so bedeutet das, dafl man erst
g(x) ausrechnet und das Ergebnis als Input fiir die Funktion f nimmt. Daher ist
(f 0 )(x) = f(g(x)): der Output von g ist der Input von f. Natiirlich kann das
nur funktionieren, wenn die Funktionen auch entsprechend zusammen passen.
Da die Ergebnisse, die Funktionswerte g(x) der neue Input fiir die Funktion f
sein sollen, mufl der Wertebereich von g im Definitionsbereich von f liegen,
denn sonst kann ich die Outputwerte g(x) nicht in f einsetzen, um f(g(x)) zu
erhalten.

(i) Gegeben sind hier die Funktionen f(x) = 2x+3 und g(x) = ﬁf} , und ich

soll sowohl fog als auch go f ausrechnen. Nun ist aber (fog)(x) = f(g(x)),
also mufl ich g(x) in die Funktion f einsetzen. Anstatt f(x) betrachte ich
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deshalb f(g(x)), und das heifit:

f(gx) =2-g(x) + 3,

denn der Input von f ist jetzt nicht mehr x, sondern g(x). Ich weifl aber

x241

- Daraus

sehr genau, was g(x) eigentlich ist; es gilt ndmlich g(x) =
folgt schlief3lich:

241
(fop®=f@@) =2-g0+3=2- /43

Umgekehrt kann ich auch die Outputs von f als Inputs von g betrachten: das
ergibt dann g o f. Mit den gleichen Uberlegungen wie eben ist (g o f)(x) =
g(f(x)), also mufl ich f(x) ausrechnen und als Input in die Funktion g

einsetzen. Folglich ist:
_ ) +1
() =4/ Foyr =T

denn der Input von g ist jetzt nicht mehr x, sondern f(x). Ich mufl das
allerdings nicht so abstrakt stehen lassen, da ich ja weif, was ich unter f(x)
zu verstehen habe, denn f(x) = 2x + 3. Daraus folgt:

(go fHx) = g(f(x)
_ Jg@r+
(f(x)*—1
[ex+3)2+1
TV ex+3)2 -1
B 4x2 + 12x + 10
T Viaxtix+8”
Wenn man ganz genau sein will (und eigentlich sollte man das sein), dann
mufl man noch darauf achten, dafl man den Definitionsbereich der Funktion
g o f passend wihlt. Sie konnen beispielsweise an der vorletzten Formel
sehen, daf} auf jeden Fall (2x + 32 #£1 gelten muf3, damit im Nenner keine
Null entsteht. Das bedeutet:
2x+3)2#1 & 2x+3#+1 < 2x# —2und 2x # —4
& x# —1und x # —2.
Daher liegen die Werte —1 und —2 nicht im Definitionsbereich von g o f.
Und es kommt noch etwas schlimmer, denn ich muf nicht nur eine Null

im Nenner vermeiden, sondern auf jeden Fall auch negative Wurzelinhalte.
Der Zidhler meines Bruchs in der Wurzel wird immer positiv sein, aber der
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Nenner kann tatsdchlich negative Werte annehmen: wann immer x zwischen
den beiden gerade berechneten Lésungen —2 und —1 liegt, ist 4x* + 12x + 8
nicht positiv, und das heiflt, dafl ich das gesamte Intervall [—2, 1] aus dem
Definitionsbereich herausnehmen muf. Folglich hat g o f den Definitions-
bereich:

D =R\[-2, —1].

(ii) Bei den Funktionen f(x) = x* + x und g(x) = 4/x sieht die prinzipielle
Vorgehensweise nicht anders aus. Zur Bestimmung von f o g rechne ich:

(f o @)(x) = f(g(x)) = (g(x))* + g(x),

denn jetzt ist nicht mehr x der Input von f, sondern g(x). Wegen g(x) = /x
ist aber (g(x))? = Jx = x. Das fiihrt zu:

(fog)(x) = f(gx) = (g(x)* + g(x) = x + V/x.

Umgekehrt kann ich auch wieder die Outputs von f als Inputs von g ver-
wenden und damit zu der Hintereinanderausfithrung g o f kommen. Es gilt:

(o NHx) =g(f(x) =+/f(x),

da jetzt f(x) anstatt x der Input von g ist. Wegen f(x) = x> + x heif}t das
dann:

(g0 ) =g(f(x) = /f(x) =Vx2 +x.

5.9 Bestimmen Sie den grofitmoglichen Definitionsbereich und den Wertebe-
reich der Funktion f(x) = =2 und untersuchen Sie f auf Monotonie.

Losung Der Definitionsbereich D von f ist schnell bestimmt: offenbar darf ich
jede reelle Zahl einsetzen, sofern dabei der Nenner nicht Null wird, und das

heif3t:
D = R\{4}.

Zur Bestimmung des Wertebereichs gehe ich so vor wie in Aufgabe 5.1. Wenn
eine reelle Zahl y zum Wertebereich gehért, dann muf es ein x € D geben,
das die Gleichung y = f(x) erfiillt, und das bedeutet konkret, dafl man die
Gleichung

x+3
4—x

nach x auflésen konnen mufi. Ich multipliziere mit dem Nenner und erhalte:

y(4—x)=x+3, also 4y —xy =x+ 3.
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Nun bringe ich alle x-Terme auf eine Seite und finde:
—xy—x=3—4y, also x(—y—1) =3 —4y.

Falls nun —y — 1 # 0 ist, kann ich durch die Klammer auf der linken Seite
dividieren und damit die Gleichung nach x auflésen. Jedes y # —1 gehort also
zum Wertebereich. Fiir y = —1 ist dagegen —y — 1 = 0, und die obige Glei-
chung lautet 0 = 7, was offenbar nicht machbar ist. Daher hat die Funktion den
Wertebereich

F(D) = R\{~1}.

Nun geht es mir um die Monotonie, und dazu schreibe ich die Funktion zuerst
etwas anders. Es gilt ndmlich:

x+3 x+3 x—4+7 x—4 7 7
f(x):4_ = — = — = —

x x—4 x—4  x—4 x—4 x—4

Das ist deshalb praktischer, weil jetzt kein x mehr im Zghler steht und der
konstante Summand —1 vor dem Bruch fiir die Monotonie keine Rolle spielt.
Und nun mufl man zwei Félle unterscheiden:

Fall 1: x > 4. Wenn ich mich nur fiir Zahlen oberhalb von 4 interessiere, dann
ist die Funktion streng monoton steigend. Um das einzusehen, miissen Sie sich
auf die Definition der Monotonie besinnen: eine Funktion f ist dann streng
monoton steigend, wenn aus x; < x, die Ungleichung f(x;) < f(x,) folgt. Ich
nehme mir also zwei x-Werte mit x;, x, > 4 und x; < x,. Dann ist natiirlich
auch x; —4 < x, —4, und es gilt zusdtzlich x; —4, x, —4 > 0, denn beide x-Werte
sind grofler als 4. Wenn nun aber eine positive Zahl kleiner ist als eine andere
positive Zahl, dann ist der Kehrwert der ersten Zahl grofler als der Kehrwert der
zweiten, und das bedeutet:

1 1 7 7

> ———, also auch > .
x1—4 x2—4 .X'l—4 X2—4

Ein Minuszeichen vor den Briichen dreht das Relationszeichen um, also gilt:

7 7
— < — ,
x —4 X, — 4

und damit:

7
f(xl):_l_ <—1—m=f(x2)-

X1 — 4
Damit ist die Monotonie auf dem Bereich oberhalb der 4 nachgewiesen.
Fall 2: x < 4. Jetzt interessiere ich mich nur noch fiir Zahlen unterhalb von
4 , aber auch dann ist die Funktion streng monoton steigend. Die Definition
der Monotonie ist noch immer die gleiche, und ich brauche sie hier nicht zu
wiederholen. Ich nehme mir also wieder zwei x-Werte mit x; < x,, aber diesmal
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X1, X2 < 4. Dann ist x; —4 < x, —4, und es gilt zusdtzlich x, —4, x, —4 < 0, denn
beide x-Werte sind kleiner als 4. Aber bei zwei negativen Zahlen ist das nicht
anders als bei zwei positiven: wenn nun eine negative Zahl kleiner ist als eine
andere negative, dann ist der Kehrwert der ersten Zahl grofler als der Kehrwert
der zweiten, und das bedeutet:

1 1 7 7

> —— also auch > .
x1—4 .X'2—4 x1—4 .X2—4

Ein Minuszeichen vor den Briichen dreht das Relationszeichen um, also gilt:

7 7

< 9
x —4 X, — 4

und damit:

flx) = =1 = < —1 = = )

X1 — 4
Damit ist die Monotonie auch auf dem Bereich oberhalb der 4 nachgewiesen.

Ich habe also insgesamt herausgefunden, dafl f sowohl auf dem Intervall
(—00,4) als auch auf dem Intervall (4, 00) streng monoton steigt. Vielleicht
fragen Sie sich jetzt, warum ich diese lastige Fallunterscheidung vorgenommen
und nicht gleich nachgewiesen habe, daf} f auf seinem ganzen Definitionsbereich
streng monoton steigt. Die Antwort ist einfach: es stimmt nicht. f hat bei x = 4
einen Sprung, und der fiihrt dazu, daf} die Monotonie insgesamt nicht gegeben
ist.

Sie sehen schon an Abbildung 5.7, daf3 hier von einer Gesamtmonotonie nicht
die Rede sein kann: erst wichst f an, dann macht es einen heftigen Sprung von
oben nach unten, und dann wichst es wieder an. Das kann man auch ganz
einfach mit einem Beispiel belegen. So ist sicher 0 < 5 aber f(0) = 2 > —8 =
f(5), und damit kann f insgesamt nicht streng monoton wachsend sein.

1T ,/ Bild 5.7. f3 (.X') = g
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5.10
(i) Untersuchen Sie die Funktion f : R — R,
—x falls x <0
f(x)Z{xz—i—l falls 0 < x < 1
3—x fallsx>1

in den Punkten xy = 0 und x; = 1 auf Stetigkeit.

(ii) Wie mufl man die Zahl a € R wihlen, damit die Funktion g: R — R,

;_4“3’;;22 falls x < 1
gx)=1qa falls x = 1
LoSxdh falls x > 1

im Punkt xy = —3 stetig ist?

Losung Sie sehen, dafl es hier um den Begriff der Stetigkeit geht, und es kann
daher nichts schaden, noch einmal zu notieren, wann eine Funktion in einem
bestimmten Punkt x, stetig ist. Dazu muf sie zwei Bedingungen erfiillen: er-

stens mufl der Grenzwert lim f(x) existieren und zweitens muf3 dieser Grenz-
X— X

wert mit dem Funktionswert f(x,) libereinstimmen. Wenn der Grenzwert also
nicht existiert, dann ist die Funktion an diesem Punkt unstetig, denn eine nicht
vorhandener Grenzwert kann nicht gleich dem Funktionswert sein. Und wenn
es den Grenzwert tatsdchlich gibt, muf$ man ihn noch mit dem Funktionswert
vergleichen: erst wenn beide gleich sind, ist die Funktion im Punkt x, stetig.
(i) Die Funktion f ist auf der Menge der reellen Zahlen definiert, aber ich
interessiere mich fiir die Stetigkeit hier nur an zwei bestimmten kritischen
Punkten: xo = 0 und x; = 1. Ein Blick auf die Definition von f zeigt auch,
warum. An genau diesen Stellen @ndert die Funktion ihr Verhalten, weil
an diesen beiden Stellen jeweils die beschreibende Formel fiir die Funktion
wechselt. Links von xo = 0 ist f(x) = —x, aber zwischen 0 und 1 habe ich
f(x) = x* + 1, wihrend rechts von 1 dann f(x) = 3 — x gilt. Und nun
mufd ich zunéchst fiir x, = 0 den Grenzwert chl_r)l’(l) f(x) berechnen - falls

er existiert. Die Funktion ist aber stiickweise definiert und zeigt links und
rechts von x, verschiedenes Verhalten, weshalb es sinnvoll ist, einen Versuch
mit einseitigen Grenzwerten zu machen. Wenn nédmlich der Grenzwert von
links (also fiir x < 0) gleich ist dem Grenzwert von rechts (also fiir x >
0), dann spielt es keine Rolle, aus welcher Richtung ich mich an xo = 0
annihere, denn der Grenzwert ist beide Male derselbe. In diesem Fall habe
ich also einen Grenzwert. Wenn aber bei der Annéherung von links und
von rechts verschiedene Grenzwerte herauskommen, dann gibt es keinen
einheitlichen Grenzwert und die Funktion kann in diesem Punkt nicht stetig
sein.

Wie schon erwidhnt, habe ich fiir x < 0 den Funktionswert f(x) = —x. Wenn
sich nun also x von links der Null anndhert, dann lauten alle vorkommenden
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Funktionswerte —x, und mit x — 0 geht auch —x — 0. Damit folgt:

xl}){l;cl<0 f(X) - xl})r,l;cl<0 —x=0
Geht dagegen x von rechts gegen Null, dann mufl x zwar grofler als Null,
aber auch kleiner als 1 sein, denn sonst kdme x nie an die Null heran.
Deshalb gilt hier stets f(x) = x*+ 1. Da aber x — 0 geht, wird auch x> — 0
und deshalb x* + 1 — 1 gehen. Ich erhalte also:

. . 2
xlb{l;>0f(x) - xlb?>o(x + 1) =1

Somit habe ich herausgefunden, dafl der linksseitige und der rechtsseitige
Grenzwert nicht iibereinstimmen, und daher kann es im Punkt x, = 0
keinen einheitlichen Grenzwert geben. Die Funktion f ist deshalb im Punkt
xo = 0 unstetig.

Jetzt mufl ich die gleichen Fragen fiir den Punkt x; = 1 untersuchen. Geht
nun x von links gegen 1, dann muf} x zwar kleiner als 1, aber auch gréfier
als Null sein, denn sonst kime x nie an die 1 heran. Deshalb gilt hier stets
f(x) = x>+1. Daaber x — 1 geht, wird auch x*> — 1 und deshalb x*+1 — 2
gehen. Ich erhalte also:

lim f(x)= lim (x*+1)=2.
x—1,x<1 x—>1,x<1

Wenn sich aber x von rechts der 1 annahert, dann lauten alle vorkommenden

Funktionswerte 3 — x, und mit x — 1 geht auch 3 —x — 3 — 1 = 2. Damit

folgt:

lim f(x)= lim 3—x=3-1=2.
x—>1,x>1 x—>1,x>1

Diesmal stimmen also der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert
tatsdchlich iiberein und ich darf schreiben:

lim1 f(x)=2.

Und es gilt noch mehr, denn der Funktionswert von x; = 1 lautet f(1) =
1 + 1 = 2, woraus folgt:

lim f(x) = 2 = f(1).

Da der Grenzwert bei x; = 1 gleich ist dem Funktionswert bei x; = 1, ist
die Funktion f in diesem Punkt stetig.

Die Problemstellung fiir die Funktion g liegt ein wenig anders. Hier muf}
ich erst einmal herausfinden, wie ich den Wert a wahlen aoll, damit die
Funktion bei xo = 1 stetig wird. Nun ist g genau dann in x, = 1 stetig,
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wenn die Beziehung
lim g(x) = g(1)
x—1

gilt, und es kann daher nicht schaden, sich erst einmal um den Grenzwert zu
kiimmern. Auch g ist stiickweise definiert, weshalb ich zuerst die einseitigen
Grenzwerte von links und von rechts fiir x — 1 ausrechne. Geht x von links
gegen 1, so lauten die Funktionswerte

) = X +x—2
g\ = x2 —3x+2’
so daf$ ich den Grenzwert

X+ x—2

lim ————
x—>1lx<l x2 —3x+2

auszurechnen habe. Solche Grenzwerte konnen Sie aber nicht erschrecken,
denn wir haben einige von Ihnen bereits ausgerechnet und Sie wissen, wie
das geht: mit Hilfe der passenden Linearfaktoren. Setzen Sie hier x = 1 in
Zdhler und Nenner ein, dann ergibt sich beide Male Null, sodafl in Zahler
und Nenner der Linearfaktor x — 1 enthalten sein muf3. Den jeweils zweiten
Linearfaktor finde ich, indem ich die Nullstellen von Zihler und Nenner
ausrechne. Fiir den Zdhler fiihrt die Gleichung x> + x —2 = 0 zu den

Losungen
1 1 1 9 1 3
=—d -+ 2=t/ =—=F =,
2=y =gt 2 \/; 272
also x; = —2 und x, = 1. Daher ist

4 x—2=x+2)(x—1).

Fiir den Nenner fiihrt die Gleichung x> — 3x + 2 = 0 zu den Lésungen

3 9 3 1 3 1
x34::|:\/—2:i\[::|:,
’ 2 4 2 4 2 2

also x3 = 1 und x4 = 2. Daher ist

x2—3x+2=(x—D(x—2).

Und somit gilt:

i ) = X 4x—2
x—>llr,l;cl<l gWx) = x—>111:1;Cl<1 x2 —3x+2
x+2)(x—1)

im —
x—>Lx<l (x — 1)(x — 2)



Funktionen 115

. x+2
= lim
x—=1l,x<1x —2
_1+2
=13~

Der linksseitige Grenzwert von g bei x, = 1 ist also —3. Geht nun x von
rechts gegen 1, so lauten die Funktionswerte

x> —5x 44

gx) = 1

)

so daf$ ich den Grenzwert

. x> —5x+4
lim =— =

x—1,x>1 x—1

auszurechnen mufl. Auch hier erhalten Sie fiir x = 1 in Zdhler und Nenner
den Wert Null, sodafl in Zdhler und Nenner der Linearfaktor x — 1 enthalten
sein mufS. Im Nenner ist das einfach zu sehen, denn der Nenner heifit bereits
x — 1. Den zweiten Linearfaktor des Zahlers finde ich wieder , indem ich die
Nullstellen des Zahlers ausrechne. Die Gleichung x* — 5x + 4 = 0 fiihrt zu

den Losungen
5 25 5 9 5 3
xu:j:q/—4:j:\/>:j:,
’ 2 4 2 4 2 2

also x; = 1 und x, = 4. Daher ist

x—5x+4=(x—1(x—4).

Damit gilt:
i . x> —5x+4
x—llll:gcl>l g(x) - x—llll:l)’cl>l x—1
L = D(x—4)

= llm —_——
x—1,x>1 x—1

= lim (x—4)
x—1,x>1

= 3.

Der rechtssseitige Grenzwert von g bei xo = 1 ist deshalb ebenfalls —3, und
da links- und rechtsseitiger Grenzwert gleich sind, gilt:

lim1 g(x) = =3.

Nun soll ich den Wert a so wihlen, daf} die Funktion g im Punkt x, = 1
stetig wird. Stetigkeit heif3t aber, daf3 der Grenzwert mit dem Funktionswert
iibereinstimmt. Den Grenzwert habe ich gerade berechnet, er betrdgt —3.
Der Funktionswert ist laut Definition von g einfach nur g(1) = 4. Und da
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g genau dann stetig ist, wenn
lim g(x) = g(1)
x—1
gilt, heiflt das:
-3 =a.

Die Funktion ist also genau dann stetig im Punkt x, = 1, wenn a = —3 gilt.



6 Trigonometrische Funktionen und
Exponentialfunktion

6.1 Esseien a > 0, b > 0 und ¢ € R. Man definiere f : R — R durch
f(x) =a-sin(bx + ¢).

Zeigen Sie, daf3 f die folgenden Eigenschaften hat.

(i) [f(x)| < a fiir alle x € R.

(i) f (x + 27”) = f(x) fiir alle x € R.

(iii) f(x) = 0 genau dann, wenn x = k%b—c mit k € Z gilt.

Hinweis: Verwenden Sie die entsprechenden Eigenschaften der Sinus-
Funktion.

Losung Natiirlich kennen Sie die Sinusfunktion und wissen auch iiber einige

ihrer Eigenschaften Bescheid. Nun kann es aber vorkommen, dafl man nicht

nur den sin x in seiner reinen und unverfilschten Form braucht, sondern auch
etwas unschonere Funktionen wie zum Beispiel f(x) = a - sin(bx + ¢), die zwar
eine Menge mit dem Sinus zu tun haben, ihn aber nicht einfach so lassen, wie

Sie ihn gewdhnt sind. Um die Eigenschaften einer solchen Funktion zu unter-

suchen, mufl man die entsprechenden Eigenschaften der Sinusfunktion selbst

heranziehen.

(i) Es wird behauptet, daf fiir alle x € R die Ungleichung |f(x)| < a gilt. Da f
sehr nah mit dem Sinus verwandt ist, liegt es nahe, nach einer entprechenden
Ungleichung fiir die pure Sinusfunktion zu suchen, und die ist auch schnell
gefunden: es gilt immer |sinx| < 1, ganz gleich, welches x € R Sie auch
einsetzen mogen. Bei f(x) geht es aber gar nicht um eine simples sinx,
sondern um sin(bx + c), aber das schadet gar nichts. Der Betrag des Sinus
ist fiir jeden beliebigen Input kleiner oder gleich 1, und wie ich den Input
nenne, spielt dabei tiberhaupt keine Rolle. Schlieflich ist fiir x € R auch
bx + ¢ € R, und daraus folgt:

| sin(bx + ¢)| < 1.

Damit ist auch schon fast alles erledigt, denn um an f heranzukommen,
mufd ich nur sin(bx + ¢) mit der Konstanten a multiplizieren. Das ergibt
dann:

[f(x)| =la-sin(bx+c)| =|a| - |sin(bx+c¢c)| =a- |sin(bx+c¢)| <a-1=a.
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In der ersten Gleichung habe ich nur verwendet, dafl f(x) = a - sin(bx + ¢)
gilt. In der zweiten Gleichung habe ich den Betrag auf die einzelnen Faktoren
des Produkts a - sin(bx + ¢) gezogen und dann in der dritten Gleichung
benutzt, dal a > 0 gilt und deshalb |a| = a ist. Anschlieend konnte ich
darauf zuriickgreifen, dafl | sin(bx+c)| < 1 ist, und damit habe ich insgesamt
die gesuchte Ungleichung |f(x)| < a bewiesen.

Hier geht es darum festzustellen, in welchen Abstédnden sich die Funktions-
werte von f(x) wiederholen. Die Behauptung lautet, dafd fiir alle x € R die
Gleichung f (x + 27) = f(x) gilt, und wieder ist es am giinstigsten, nach
einer dhnlichen Behauptung fiir die pure Sinusfunktion zu suchen. Die ist
aber schnell gefunden, denn bekanntlich gilt:

sin(x + 271) = sin x fiir alle x € R.

Das ist schon ein guter Anfang, denn immerhin kommt die omindse Zahl
277 auch in der behaupteten Gleichung tiber f vor. Um nun diese praktische
Eigenschaft des Sinus verwenden zu kénnen, bleibt mir nichts anderes {ibrig,
als die Definition von f (x) heranzuziehen, denn in ihr kommt zum Gliick die
Sinusfunktion vor. Nun habe ich aber nicht mehr einfach nur f(x), sondern
den etwas komplizierteren Ausdruck f (x + 27). Darin liegt allerdings kein
Problem, da ich ja weif3, wie ich jeden beliebigen Input von f zu behandeln
habe: erst wird b - Input+ ¢ berechnet, darauf wird der Sinus geworfen, und
zum Schluf} wird noch mit a multipliziert. Dafi jetzt der Input nicht mehr
schlicht x heift, sondern x + 27”, spielt dabei keine Rolle. Deshalb ist:

f(x—i-z;) :a~sin<b~ <x+zlzr>+c>.

Innerhalb der Sinusfunktion kann ich ausmultiplizieren und erhalte:

2
a-sin (b~ (x—i— ;T) +c) =a-sin(bx + 27 + ¢).

Das ist praktisch, da ich oben aufgeschrieben hatte, daf3 sich die Sinus-
funktion jeweils nach 27 wiederholt: fiir jeden beliebigen Input x € R gilt
sin(x + 27) = sinx, und das stimmt natiirlich auch, wenn der Input auf
einmal bx + ¢ heifit. Damit folgt:

a-sin(bx + 27 +c) = a-sin(bx + c+27) = a - sin(bx + ¢) = f(x),

denn genauso war f(x) definiert. Faf3t man alles zusammen, dann habe ich
insgesamt herausgefunden:

f x—l—z—ﬂ- a-sin|b- x—l—z—ﬂ. +c
b b
= a-sin(bx + 27 +¢)
= a-sin(bx + ¢ + 27)
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a-sin(bx + ¢)
= f(x).

Damit ist die gewiinschte Gleichung bewiesen.

(iii) Nun muf3 ich die Nullstellen von f(x) herausfinden. Die Behauptung lautet,
dafl genau dann f(x) = 0 gilt, wenn x = % mit k € Z ist. Auch diese
Behauptung fiihre ich natiirlich zuriick auf die entsprechende Behauptung
fir die Sinusfunktion. Sie wissen, dafl

-+ =sin(—27) = sin(—7) = sin0 = sin7 = sin27 =sin37 =--- =0
gilt, oder etwas knapper formuliert:
sin k7 = 0 fiir alle k € Z.

Damit ist schon einmal die ganze Zahl k im Spiel, und jetzt ist der Rest
nicht mehr schwer. Zunichst einmal gilt:

f(x)=0<% a-sin(bx+c¢) =0 < sin(bx +¢) =0,

denn ich hatte vorausgesetzt, dafl a > 0 ist, und somit kann das Produkt
von a mit sin(bx + ¢) nur dann Null werden, wenn sin(bx + ¢) selbst Null
ist. Oben habe ich aber aufgeschrieben, fiir welche Input-Werte der Sinus
das Ergebnis Null liefert: der Input muf} die Form k7 mit einer ganzen Zahl
k haben. Da jetzt mein Input nicht mehr einfach nur x ist, sondern bx + ¢,
bedeutet das:

bx +c=km mit k € Z.

Das heifit:

k-m—c¢

b

bx = km — ¢, also x =

Schreibt man die gesamte Schluf$kette noch einmal am Stiick auf, ohne dafl
ich dazwischenrede, so lautet sie:

f(x) =0 < a-sin(bx+¢) =0
& sin(bx+¢) =0
& bx+c=kmmitkeZ
& x= % mit k € Z.
6.2  Zeigen Sie, daf} fiir alle x € R die folgenden Beziehungen gelten.
(i) sin’*x = 1(1 — cos(2x));
(i) cos®x = 3(1 + cos(2x));

(iii) cos* x — sin* x = cos(2x).
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1
—— P=(c,s)
l 8
A\
-1 c 1
-1

Bild 6.1. Trigonometrischer Pythagoras

Hinweis zu (i) und (ii): Verwenden Sie das Additionstheorem fiir den Cosinus
mit y = x und beachten Sie dann die trigonometrische Form des Pythagoras-
Satzes. Hinweis zu (iii): Hier brauchen Sie zusitzlich zu den Hilfsmitteln fiir (i)

und (ii) noch die dritte binomische Formel.

Losung Fiir die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus gibt es einige
Formeln, die sogenannten Additionstheoreme, die es ermdglichen, den Sinus
oder Cosinus der Differenz oder der Summe zweier Inputs zu berechnen, wenn
man die entsprechenden Funktionswerte fiir die einzelnen Inputs kennt. Man
findet sie eigentlich in jeder Formelsammlung und auch in jedem Lehrbuch, in
dem in irgendeiner Form Sinus und Cosinus vorkommen. Die Formeln fiir die
Summe zweier Inputs lauten:

sin(x + y) = sinx cos y 4+ cos x sin y
und
cos(x + y) = cosxcos y — sinxsin y.

Und auch der sogenannte trigonometrische Pythagoras ist nicht schwer einzu-
sehen.

In Abbildung 6.1 ist ein Winkel x im Einheitskreis eingetragen, und deshalb
gilt ¢ = cosx und s = sinx. Nach dem bekannten Satz des Pythagoras folgt
dann:

1> = 2 + 5%, und deshalb 1 = sin® x + cos x,

und diese Formel bezeichnet man oft als den trigonometrischen Pythagoras.
Jetzt habe ich das nétige Riistzeug zusammen, um die Aufgabe angehen zu
kénnen.
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Zum Beweis der Formel sin? x = %(1 —cos(2x)) sollen Sie nach dem gegebe-
nen Hinweis das Additionstheorem fiir den Cosinus mit y = x anwenden.
Wenn man schon einen Hinweis erhilt, dann kann es nicht schaden, ihn zu
befolgen und zu sehen, wohin er fiihrt. Ich setze also im Additionstheorem
y = x und erhalte:

cos(x + x) = cos x cos x — sin x sin x,
also
2 . 2
cos(2x) = cos” x — sin” x.

Das ist noch nicht so ganz das, was ich herausfinden soll, denn in der gesuch-
ten Formel kommen nur noch sin? x und cos(2x) vor, wihrend hier noch
zusitzlich der quadrierte Cosinus gebraucht wird. Sie haben aber noch nicht
den gesamten Hinweis verwertet, denn schlieflich wird uns dort auch gera-
ten, den trigonometrischen Pythagoras anzuwenden. Aus sin® x +cos® x = 1
folgt natiirlich cos?x = 1 — sin® x, und das kann ich in die oben erreichte
Formel einsetzen. Dann erhalte ich:

cos(2x) = cos? x — sin’x = 1 — sin? x — sinx = 1 — 2 sin® x.

Damit ist 2sin” x = 1 — cos(2x), und daraus folgt die gewiinschte Formel:
. 5 1
sin“ x = 5(1 — cos(2x)).

Die Gleichung cos? x = %(1 + cos(2x)) kann man ganz genauso beweisen
wie die Gleichung aus (i), und ich werde Ihnen zunéchst diesen Weg zeigen.
Anschlieflend fithre ich Thnen dann noch vor, wie es auch etwas kiirzer
gegangen wire. Ich verwende also wieder das Additionstheorem fiir den
Cosinus mit y = x. In der Zwischenzeit hat es sich nicht gedndert, und
deshalb gilt nach wie vor:

cos(x + x) = cos x cos x — sin x sin x,
also
2 2
cos(2x) = cos” x — sin” x.

Wenn Sie sich ansehen, was ich hier beweisen soll, dann geht es diesmal um
cos? x, und ich muf} zusehen, wie ich den storenden Term sin’ x aus meinem
Zwischenergebnis entferne. Das geht natiirlich wieder mit dem trigonome-
trischen Pythagoras, denn aus sin’ x + cos® x = 1 folgt sin” x = 1 — cos? x,

und das setze ich in mein Zwischenergebnis ein. Dann erhalte ich:

cos(2x) = cos? x — sin’ x = cos? x — (1 — cos? x) = 2 cos* x — 1.
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Damit ist 2 cos® x = 1 + cos(2x), und daraus folgt die gewiinschte Formel:
) 1
cos” x = E(l + cos(2x)).

Dieser Beweis ist vollig in Ordnung, aber wir hétten uns das Leben auch
etwas leichter machen kénnen. Man mufl das Rad nicht bei jeder Aufgabe
neu erfinden, und da ich eine dhnliche Formel bereits in (i) bewiesen hatte,
macht es vielleicht Sinn, darauf zuriickzugreifen. In (i) hatte ich bewiesen,
dafl immer

1
sin? x = 5(1 — cos(2x))

gilt. Nun ist aber sin? x = 1 — cos? x, und wenn ich das hier einsetze, dann
finde ich:

—_

1 1
1—cos’x = 5(1 —cos(2x)) = = — 3 cos(2x).

NS}

Auflésen nach cos? x ergibt dann:
cos’x = ! + 1cos(2x) = 1(1 + cos(2x))
202 2 '

Es kann also durchaus Sinn machen, nicht immer wieder von vorn anzu-
fangen, sondern die Ergebnisse, die man unterwegs erzielt hat, auf neue
Probleme anzuwenden.

* x—sin* x = cos(2x) sieht schlimm aus, ist aber eigentlich
ganz leicht einzusehen, vor allem dann, wenn man den Hinweis auf die dritte
binomische Formel beachtet. Bereits in (i) und (ii) hatte ich die Formel

cos? x — sin®

x = cos(2x)

aus dem Additionstheorem fiir den Cosinus hergeleitet, und diese Formel
hat ja immerhin eine gewisse Ahnlichkeit mit der behaupteten Gleichung.
Schade ist nur, dafl die Exponenten verschieden sind: wo hier eine 2 steht,
habe ich dort eine 4. Dieses Problem verschwindet aber ganz schnell. Die
dritte binomische Formel, die hier zum Einsatz kommen soll, lautet be-
kanntlich a?> — b* = (a — b) - (a + b), und so, wie meine Gleichung aussieht,
kénnte ich es mit a> = cos* x und b*> = sin® x versuchen. Ich setze also

a = cos’ x und b = sin® x.
Dann ist natiirlich

a* = cos* x und ¥* = sin x,
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und mit der dritten binomischen Formel folgt:
cos? x—sin® x = a* —b* = (a—b)-(a+b) = (cos® x—sin* x) - (cos® x+sin* x).

Was ist damit gewonnen? Vergessen Sie nicht den trigonometrischen Py-
thagoras, der mir nach wie vor zur Verfiigung steht und aussagt, dafl
cos?x + sin’x = 1 gilt. Die zweite Klammer meines letzten Produkts ist
also nur eine besonderes komplizierte Schreibweise fiir die 1, und das be-
deutet:

(cos? x — sin’ x) - (cos® x + sin® x) = cos’ x — sin® x = cos(2x).

Damit Sie den gesamten Weg ohne Unterbrechung vor sich sehen, schreibe
ich noch einmal alles vom Anfang bis zum Ende auf. Es gilt:

cos* x —sin*x = (cos? x — sin x) - (cos® x + sin® x)
= cos’x — sin’ x

= cos(2x).
6.3 Zeigen Sie:

tanx + tan y

t =
an(x+ ) 1 —tanxtan y

Hinweis: Verwenden Sie die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus.

Losung In Aufgabe 6.2 haben Sie schon gesehen, dafl es Additionstheoreme fiir
die Sinus- und die Cosinusfunktion gibt, und was man damit anfangen kann. Bei
dieser Aufgabe handelt es sich um ein Additionstheorem fiir den Tangens, denn
es sagt aus, wie man aus den Tangenswerten fiir x und y den Tangenswert fiir
x+ y berechnen kann. Zum Beweis werde ich einfach auf die Additionstheoreme
fiir Sinus und Cosinus zuriickgreifen: der Tangens ist definiert als Quotient aus
Sinus und Cosinus, und man sollte erwarten, daf dann ein Additionstheorem fiir
den Tangens irgendwie mit Hilfe der Additionsformeln fiir Sinus und Cosinus
nachgewiesen werden kann. Zunéchst einmal ist

sin(x + y)

tan(x + y) = m,

und das gibt Anlaf} zur Hoffnung, weil ich im Zéhler das Additionstheorem fiir
den Sinus und im Nenner das Additionstheorem fiir den Cosinus verwenden
kann. Mit den Formeln aus Aufgabe 6.2 folgt dann:

sin(x + y) _ sinxcos y + cosxsin y
cos(x+ y)  cosxcosy—sinxsiny’

tan(x 4+ y) =

Ich gebe sofort zu, daf3 dieser Bruch keinen sehr einladenden Eindruck macht.
Dennoch ist er nicht anndhernd so schlimm, wie er aussieht, und vor allem
liefert er ein schones Beispiel dafiir, wie man von einem Term, den man zur
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Verfiigung hat, auf einen Term kommt, den man gerne hitte. Bisher habe ich den
Zdhler sin x cos y + cos x sin y erreicht, aber wie Sie der Behauptung entnehmen
kénnen hitte ich gern den Zéhler tan x+ tan y. Wegen tan x = 31X kann ich aus
dem zweiten Summanden meines gegenwirtigen Zédhlers kaum einen Tangens
von x erzeugen, aber der erste Summand enthdlt immerhin den Faktor sinx.
Wenn ich also den Bruch durch cosx kiirze, dann steht da immerhin schon
einmal **==22 — tan x cos y. Nun bin ich aber schon beim Kiirzen, und dann
kann ich es auch gleich richtig griindlich machen und den stérenden cos y mit
herauskiirzen. Ich werde jetzt also den bisher erreichten Bruch durch cos x cos y
kiirzen und nachsehen, was dabei herauskommt. Da Kiirzen bedeutet, daf} ich

Zahler und Nenner durch die gleiche Zahl teilen muf, erhalte ich:

. . t cos x sin y
sinx cos y + cos x sin y anx + o cosy
COS X COS ¥ — sinxsiny T cosxcosy __ sinxsiny °

COS X COS y €OS X COS

Damit habe ich den tanx am Anfang meines Zéhlers erhalten. Der zweite Sum-
mand im Zghler lautet jetzt aber

cosxsiny siny
= =tany,

COSXCOSy  COSYy

womit ich also im Zahler genau das bekommen habe, was ich wollte. Der er-
ste Summand des Nenners ist offenbar genau 1, und der zweite Summand des
Nenners ladf3t sich vereinfachen durch:

sinxsiny sinx siny

= =tanx-tany.
cosxcosy cosx cosy
Insgesamt erhalte ich daher:
cos xsin y
tanx + cosxcosy tanx+tany
cosxcosy _ sinxsiny T | —tanxtany’
COS X COS y COS X COS

und genau das sollte auch herauskommen.
Wie schon hdufiger schreibe ich auch jetzt noch einmal die gesamte Glei-
chungskette am Stiick auf. Es gilt:

sin(x + y)

cos(x + y)
sin x cos y + cos x sin y

tan(x + y) =

cosxcos y — sinxsin y

cos x sin y

tan x + cosx cos y

COS X COS y sin x sin y
€OS X COS y €OS X COS y

tan x + tan y
l—tanxtany’
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6.4 Bestimmen Sie alle reellen Losungen der folgenden trigonometrischen Glei-
chungen.

(i) sin(2x) = cosx;

(i) sin(2x) = tanx;

(iii) 2 cos? x — 5cos x = —2.
(iv) 2sin®x = sinx + 1.

Hinweis: Verwenden Sie in (i) und (ii) das Sinus-Additionstheorem mit y = x
und vereinfachen Sie anschlieflend die Gleichung so weit wie méglich. In (iii) und
(iv) setzen Sie z = cosx bzw. z = sin x und l6sen die entstehende quadratische
Gleichung.

Losung Im Gegensatz zu algebraischen Gleichungen wie beispielsweise quadra-
tischen Gleichungen oder Gleichungen dritten Grades kommen bei trigonometri-
schen Gleichungen nicht nur Potenzen von x vor, sondern vor allem die auf die
Unbekannte x angewandten trigonometrischen Funktionen. Das schafft natiirlich
Probleme, denn wéhrend es zum Beispiel fiir quadratische Gleichungen eine ein-
fache Losungsformel gibt, die auf der bekannten binomischen Formel beruht, ist
so etwas fiir trigonometrische Gleichungen nicht méglich: die trigonometrischen
Funktionen sind zu kompliziert, um einfache Losungsformeln zu gestatten. Dazu
kommt noch, daff man mit einer Unmenge an Losungen rechnen muf3. Schon
die ausgesprochen einfache Gleichung sin x = 0 hat als Losungen alle Nullstellen
der Sinusfunktion, das heifit die Lésungsmenge dieser simplen Gleichung lau-
tet {km | k € Z}. Man muf3 also bei solchen Gleichungen mit Schwierigkeiten
rechnen, und Sie werden diese Schwierigkeiten auch gleich kennenlernen.

(i) Zur Losung der Gleichung sin(2x) = cos x ist immerhin ein Hinweis vorhan-
den: ich soll das Additionstheorem der Sinusfunktion mit y = x verwenden
und anschlieflend die Gleichung so weit wie moglich vereinfachen. Mit y = x
folgt aus dem Additionstheorem:

sin(x + x) = sinx cos x + cos xsin x, also sin(2x) = 2 sin x cos x.
Die Gleichung kann ich also auch schreiben als
2sinx cos x = cos x.

An dieser Stelle wird oft und gern ein bestimmter Fehler gemacht: da auf
beiden Seiten der umformulierten Gleichung der Term cos x auftritt, konnte
man ja einfach durch diesen cos x dividieren und wére ihn dann ein fiir alle-
mal los. Konnte man, kann man aber nicht. Bedenken Sie, dafl der Cosinus
durchaus auch zu Null werden kann, und daf Sie durch Null nicht teilen
diirfen. Noch schlimmer: Fiir irgendein x mit cos x = 0 haben Sie offenbar
auf beiden Seiten der Gleichung eine Null stehen, so dafi dieses x tatsich-
lich schon eine Losung der Gleichung ist, die Sie durch das Abdividieren
des Cosinus verlieren wiirden.
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Man kann aber etwas anderes machen, das nicht viel anders aussieht und
doch wesentlich besser ist. Zuerst bringe ich den cosx auf die linke Seite
und dann klammere ich ihn aus. Das ergibt:

2sinxcosx —cosx =0, also cosx-(2sinx —1) =0.

Noch einmal: ich darf auch jetzt unter keinen Umsténden einfach so durch
cos x teilen. Ich kann mir aber zu Nutze machen, daff ich weif, wann ein
Produkt Null wird: genau dann, wenn einer der beiden Faktoren Null wird.
Es gilt also:

cosx-(2sinx—1) =0 < cosx =0 oder 2sinx—1=0

. 1
& cosx = 0 oder sinx = 3

Jetzt ist die Gleichung schon wesentlich iibersichtlicher geworden, denn ich
muf! nur noch herausfinden, wann cosx = 0 oder sinx = % ist. Die erste
Frage ist leicht zu beantworten, denn es gilt:

T 3
COS— =Ccos—m =cos—m = ---=0,
2 2 2

das heif3t, der Cosinus ist genau dann Null, wenn sein Input von der Form
5 + kar mit einer ganzen Zahl k ist. Es gilt also:

cosx:O@ng—i—kwmitkeZ.

Zur Frage, wann sin x = % gilt, finden Sie vielleicht mit Hilfe eines Taschen-

rechners heraus, daf sin30° = %, also im Bogenmaf} sin% = % ist. Das ist
aber noch nicht alles, denn es gilt immer sin(7 — x) = sinx, und daraus
folgt sin 277 = . Da sich der Sinus natiirlich bei jedem vollen Durchgang

um 277 wiederholt, folgt daraus:
. 1 T . 5 .
sinx = - & x = g+2k77m1tk€Zoderx: 877+2k77 mit k € Z.

Da die Losungsmenge der Gleichung aus allen x-Werten besteht, fiir die
cosx = 0 oder sinx = 1 gilt, folgt:

]L:{Z—I—kﬂ"kEZ}U{Z—I—2k77‘keZ}U{Z7T+2k7T‘k€Z}.

Nun 16se ich die Gleichung sin(2x) = tanx, und es ist nicht sehr {iberra-
schend, dafl auch hier wieder die Formel fiir sin(2x) zum Einsatz kommt,
die ich schon in Teil (i) gebraucht habe. Wegen sin(2x) = 2sin x cos x ist
diese Gleichung also dquivalent zu der Gleichung

2sin x cos x = tan x.
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Auf der rechten Seite steht noch tan x, aber das kann man leicht in Sinus
und Cosinus umformen. Damit ergibt sich die Gleichung:

. sin x
2sInXCosXx =

cosx

Auch hier kann sich die Versuchung ergeben, unzuldssig durch sin x zu divi-
dieren, da der Sinus von x auf beiden Seiten der Gleichung in der passenden
Position steht. Das wire aber genauso verboten wie das Teilen durch cos x
in Teil (i), denn natiirlich kann auch sin x zu Null werden, und wir wiirden
durch voreiliges Dividieren Losungen verlieren. Ich kann aber alles auf eine
Seite bringen und danach vorklammern. Das fiihrt zu:

. sin x
2sIn X Ccosx —

1
=0, also sinx- (Zcosx— > =0.
Cos X oS X

Nach dem alten Prinzip, dafi ein Produkt genau dann Null ist, wenn wenig-
stens einer seiner beiden Faktoren Null ist, bedeutet das:

. 1
sinx - <2cosx —
C

1
):0<:>sinx:00der2cosx— =0
0s x

cosx
Der erste Teil ist wieder einfach. Sie wissen, daf3

sin0 =sinw =sin27w =---=0
gilt, und das heifit:

sinx =0 & x = km mit k € Z.

Nun muf} ich noch herausfinden, wann 2 cos x — colsx = 0 gilt. Dazu bleibt

mir nicht viel anderes iibrig, als mit cos x durchzumultiplizieren. Das ergibt
dann:

2cos’x —1 =0, und damit cos®x = %, also cosx = j:\/z = :l:%ﬁ
Der Einsatz Thres Taschenrechners liefert
cos45° = cos315° = %\/5,
also im Bogenmaf3:
T 7 1
COs - = cos = 5\/5.
Weiterhin ist

1
cos 135° = cos 225° = _Eﬁ’



128

Trigonometrische Funktionen und Exponentialfunktion

also im Bogenmaf3:
3 5 1
COS —7 = COS —7 = — =~/ 2.
4 4 2 V2
Mit anderen Worten: multipliziert man 7 mit einer ungeraden ganzen Zahl,
dann ergibt sich fiir diesen Input der Cosinuswert 3+/2 oder —%ﬁ
Da die Losungsmenge der Gleichung aus allen x-Werten besteht, fiir die

sinx = 0 oder 2 cosx — —— = 0 gilt, folgt:

L:%ﬂke%U{%Qk+D“eZ}

(iii) Die Gleichung 2 cos® x — 5cos x = —2 legt ein anderes Verfahren nahe, das

auch schon der zugehorige Hinweis beschreibt. Setzt man hier z = cos x, so
ergibt sich fiir die Unbekannte z die Gleichung:

5
27> — 5z = =2, also 22> — 5z + 2 = 0 und damit 22—52+1=0.

Das ist nun eine ganz normale quadratische Gleichung mit der Unkannten
z, die ich wie tiblich mit Hilfe der p, g-Formel 16sen kann. Es gilt:

5 [25 5 9 5.3
Zia=cky S —1=24y /= =21,
27 16 4 16 4 4

Also ist z; = % und z, = 2. Nun darf man aber nicht vergessen, dafl die

Sache noch keineswegs zu Ende ist, denn z war nur eine Hilfsvariable, die
fiir den Cosinus von x steht. Ich muf also noch die Gleichungen cosx = 1
und cos x = 2 nach x auflésen und damit die x-Werte fiir jeden der beiden
z-Werte bestimmen. Fiir z; = % kann man wieder mit dem Taschenrechner

feststellen, daf3
1
c0s 60° = cos 300° = >

also im Bogenmaf3

T 5 1
COS — = COS -7 = —
3 3 2

gilt. Da sich auch der Cosinus in Zyklen von 27 wiederholt, heif3t das:

5
<:>x:g—i—zkﬂ'mitkeZoderx:§7T+2k7rmitkeZ.

1
COSX = —
2

Fiir z, = 2 ist alles etwas einfacher, denn die Gleichung cos x = 2 kann keine
Losung haben, da stets | cos x| < 1 gilt. Ich habe also nur z, als brauchbaren
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z-Wert, und damit ergibt sich die Losungsmenge:
T 5
L— {3+2kw‘keZ}U{3Tr+2kw’keZ}.

Die Gleichung 2sin’x = sinx + 1 lat sich nach dem gleichen Prinzip
angehen wie die Gleichung in Teil (iii), nur daf ich hier z = sinx setzen
mufl. Dann erhalte ich die neue Gleichung:

2 2 1 z_l _1_
22 =2z4+1% 2z z—1=0% 2z 22 2_0.

Die p, g-Formel liefert:

1 I 1 1 9 1 3
=-4y/—+-=-%4/==-=£2,
f2=g 6271 16 4 4

Also ist z; = —% und z, = 1. Fiir z; = —% muf} ich nun feststellen, wann
sinx = —% wird. Laut Taschenrechner ist aber

1
sin 210° = sin 330° = —3

also im Bogenmaf3

.7 .11 1
sin -7 =sin —7 = ——.
6 6 2

Da sich der Sinus in Zyklen von 27 wiederholt, heifdt das:

1 7 11
sinxz—g@x:677+2k7rmitk€Zoderx:Zﬂ'+2k77mitkeZ.

Einfacher ist die Situation bei z, = 1. Natiirlich ist

sinz—sin<z+2 )—sin<z+4 )—
p TR\ TET) ARy AT =

Il
\:—‘

also

sinx=1©x=§+2k7rmitkeZ.

Insgesamt ergibt sich daher die Losungsmenge:
L={7 +2%kn|kez}u Ta+okmlkezb ol Lrtokrlkent
2 6 6

Ein Kondensator hat eine Kapazitdt von C = 10_5%, einen Widerstand

von R = 10042 und einen Endwert der Kondensatorspannung von uy, = 70V. Zu
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welchem Zeitpunkt ¢ hat die Kondensatorspannung 95 Prozent ihres Endwertes
erreicht?
Hinweis: Man berechnet die Kondensatorspannung u(t) nach der Formel

u(t) = ug - (1 — e’ﬁ) .

Losung Da die Formel fiir die Kondensatorspannung angegeben ist, handelt
es sich hier eigentlich nur um eine Ubung im Logarithmieren. Zunichst fiille ich
die Formel mit ein wenig Leben, indem ich die angegebenen Werte einsetze. Es
gilt:

RC = 10042 - 10*5% —10%- 10*5(2% — 1073 sec = 1ms,

wobei ms fiir Millisekunden, also Tausendstelsekunden steht. Auflerdem kenne
ich mit uy = 70V den Endwert der Kondensatorspannung, aber dieser Wert ist
eigentlich eher zur Verwirrung gut als zum weiteren Rechnen, denn ich brauche
ihn iiberhaupt nicht. Ich suche ndmlich nach dem Zeitpunkt ¢, zu dem die Span-
nung u(t) 95 Prozent des Endwertes u, erreicht hat, und das heifit in Formeln:

u(t) = 0.95uy.

Setze ich diese Informationen in die Formel fiir die Kondensatorspannung ein,
so ergibt sich:

0.9510 = 1y - (1 — e—fr’ns) Calso 0.95=1—¢

und u, hat sich freundlicherweise herauskiirzen lassen. Nun muf ich nach ¢
auflosen. Es gilt:

e =1 —0.95 = 0.05.

Logarithmieren auf beiden Seiten fiihrt zu:
t
——— =1n0.05 = —2.9957,
Ims

und damit folgt:
t = 2.9957ms.

Der Kondensator hat also nach 2.9957 Millisekunden 95 Prozent seiner End-
spannung erreicht.

Im Losungsteil des Lehrbuchs ,Mathematik fiir Ingenieure” befindet sich bis
zur zweiten Auflage bei dieser Aufgabe ein Zahlendreher: dort wird behauptet,
dafl t = 2.9975ms gilt. Der korrekte Wert ist aber, wie Sie sehen konnten, t =
2.9957ms.
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6.6 Losen Sie die Gleichung
e —3¢* +2=0.

Hinweis: Setzen Sie z = ¢* und verwenden Sie die Beziehung (e%)? = .

Losung Das Losungsprinzip dieser Aufgabe ist ganz dhnlich wie bei den Auf-
gaben 6.4(iii) und 6.4(iv): ich wandle durch die Einfilhrung einer neuen Un-
bekannten z die Gleichung in eine quadratische Gleichung fiir z um und sehe
anschlieflend nach, welche x-Werte zu den berechneten z-Werten passen. Welche
Substitution hier sinnvoll ist, ergibt sich aus der Potenzrechnung, denn es gilt
e?* = (¢*)?, und deshalb wihle ich z = e*. Nun ist

e —3"+2=0x ()’ —3¢"+2=0 22 —3z+2=0.

Wieder habe ich eine tibersichtliche quadratische Gleichung, die mit der p, g-
Formel gelost werden kann. Die Losungen lauten:

3 /9 3 1 3 1
212=7j: —2::|:\/>=Zi:
' 2 4 2 4 2 2

Also ist z; = 1 und z, = 2. Um an die eigentlich gesuchten x-Werte heranzu-
kommen, muf3 ich nur noch herausfinden, fiir welche x die Gleichung e* =1
bzw. e* = 2 gilt. Das ist aber ganz einfach, denn durch Logarithmieren folgt
sofort:

ef=1lx=hnhlex=0
sowie
=2 x=1In2.

Die Gleichung hat also die Lésungen x; = 0 und x, = In2. Daher lautet die
Losungsmenge

L = {0,In2}.

6.7 Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen die jeweils kleinste Periode.
i) fQ) = e

(i) g(x) =17+ (cosx)? — B2,

(iii) h(x) = sin J + cos 3.

Losung Periodische Funktionen treten immer dann auf, wenn sich bestimmte
Prozesse immer wieder wiederholen, wie das in der Physik beispielsweise bei
Schwingungsvorgangen der Fall ist. Mathematisch kann man das durch eine
einfache Eigenschaft der Funktion beschreiben: ist eine Funktion f gegeben, die

als Definitionsbereich die gesamte Menge der reellen Zahlen hat, dann heifit
die Funktion periodisch mit der Periode p, falls gilt: f(x + p) = f(x) fiir alle
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x € R. In Worte gefaf3t heiflt das nur, dafl sich nach einer Strecke der Lange p
auf der x-Achse alles wiederholt. Die Standardbeispiele aus der Mathematik sind
natiirlich sin und cos, die mit der Periode 27 versehen sind. Es gilt namlich:
sin(x + 277) = sinx und cos(x + 27) = cos x fiir alle x € R.

Wenn ich nun nach der kleinsten Periode einer gegebenen Funktion f suche,
dann will ich die kleinste Zahl p herausfinden, fiir die gilt: f(x + p) = f(x).
Dabei macht es schon Sinn, die kleinste Zahl dieser Art zu suchen. Denken Sie
nur an Sinus und Cosinus. Natiirlich ist auch sin(x + 47) = sinx, denn ob Sie
einmal um einen vollen Kreis rennen oder gleich zweimal, ist im Ergebnis egal.
Das heifdt, die Sinusfunktion hat auch die Periode 47 oder auch 67 und viele
andere mehr. Aber offenbar ist die einzige Periode, auf die es wirklich ankommt,
die kleinste: 277 eben, von der sich alle anderen Perioden ableiten.

(i) Ich will nun die kleinste Periode von

f(x) — ecos 5x

bestimmen. Das ist eine Verschachtelung zweier Funktionen: erst wird der
Cosinus von 5x berechnet und dann darauf die Exponentialfunktion ange-
wendet, das heifdt, e wird mit cos 5x potenziert. Nun ist aber der Cosinus eine
periodische Funktion mit der Periode 27, weshalb sich die Cosinus-Werte
bei jedem vollen Durchlauf eines Kreises wiederholen. Ich habe allerdings
nicht den simplen cos x vor mir, sondern cos5x. Wenn aber der Input des
Cosinus mit 5 multipliziert wird, dann werden offenbar die x-Werte mit
fiinffacher Geschwindigkeit durchlaufen. Um mit den Inputs also einmal
einen vollen Kreis zu durchlaufen, muf§ das pure x nur die Strecke von 0
bis %’T hinter sich bringen, denn in diesem Fall durchlduft 5x die Strecke
von 5-0 bis 5- %”, also die Strecke von 0 bis 277. Da ich also hier den Input
x mit dem Faktor 5 strecke, reduziert sich die Periode von cos5x auf ein
Fiinftel der iiblichen Periode, ndmlich auf 2Z. Das kann man auch leicht

5
formelméflig nachrechnen. Es gilt ndmlich:

2m
cos <5 . (x + 5>) = cos(5x + 27) = cos 5x,

da die Cosinusfunktion die Periode 27 hat.

Damit habe ich also herausbekommen, daf3 der Exponent meiner Funktion

f die Periode 2?” hat. Und mit der Gesamtfunktion sieht es nicht anders aus,

denn fiir sie muf3 ich ja nur noch e mit dem Cosinus von 5x potenzieren.
2

Es liegt also die Vermutung nahe, daf auch f selbst die Persiode < hat.
Ich rechne also

f <x+ 2:-) _ ecos(S-(xwL%’T)) _ ecos(5x+27r) — OS5 _ f(x)

Damit ist also tatséchlich f(x+2Z) = f(x), und das heifit, daf f die Periode
27 hat.
5
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(ii) Nun geht es um die Funktion

sin 2x

g(x) = 17 + (cos x)* — 1

Zunichst ist die 17 eine Konstante, die ohnehin immer gleich ist, also fiir die
Periode keine Rolle spielt. Den zweiten Summanden (cos x)* behandle ich
zum Schluf3, weil ich mich zuerst mit dem Bruch % befassen will. Daf3
hier der sin(2x) durch 4 geteilt wird, ist fiir die Periode v6llig unwichtig,
denn wenn sich der Sinus-Wert nach einer bestimmten x-Strecke wiederholt,
muf sich auch der geviertelte Sinus-Wert wiederholen. Von Bedeutung ist bei
diesem Summanden also nur der Zihler sin(2x). Die Inputs werden hier im
Vergleich zum schlichten sin x mit doppelter Geschwindigkeit durchlaufen,
und deshalb wird die Periode halbiert. Wenn niamlich beim gew6hnlichen
sin x die x-Werte von 0 bis 277 gelaufen sind, dann fingt alles von vorne an.
Nun habe ich hier aber den Sinus von 2x, und das heif3t, daf3 der Input der
Sinus-Funktion hier doppelt so schnell das Intervall von 0 bis 277 durchlduft
wie gewohnt. Mit anderen Worten: sobald x von 0 bis 7 gelaufen ist, hat
2x den gesamten Bereich von 0 bis 27 durchmessen, und der Sinus fingt
von vorne an. Somit hat der letzte Summand % die Periode 7. Das kann
man auch leicht iiberpriifen, indem man einfach in die Funktion einsetzt.
Es gilt ndmlich:

sin(2(x + 7)) = sin(2x + 27) = sin(2x),

da der Sinus die Periode 27 hat.
Nun mufl ich noch den Term (cosx)? untersuchen. Der Cosinus hat die
Periode 271, und daher ist natiirlich auch

(cos(x + 27))? = (cos x)?,

also hat auch (cos x)?> die Periode 27. Es ist aber leider nicht die kleinste
Periode, und nach der war ja gefragt. Macht man ndmlich einen Versuch
mit der Periode 7, so mufl man testen, ob die Gleichung

(cos(x + 7))% = (cos x)?
gilt, denn nur in diesem Fall hitte ich die Periode 7. Nun ist aber im-
mer cos(x + 7) = — cosx, und da beim Quadrieren bekanntlich simtliche
Minuszeichen verschwinden, folgt daraus:

(cos(x + 7))* = (cos x)%.
Deshalb hat auch (cosx)? die Periode 7. Die Funktion g besteht also aus

drei Summanden, deren erster ohnehin konstant ist, und deren zweiter und
dritter jeweils die Periode 7 haben. Daher hat g insgesamt die Periode .
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(iii) Die dritte Funktion h(x) = sin § + cos § hat die Periode 1277, wie man mit
den gleichen Argumenten sehen kann, die ich schon in den ersten beiden
Teilaufgaben verwendet habe. Ich betrachte zunéchst den ersten Summan-
den sin 7. Nun werden hier aber die Inputs im Vergleich zum schlichten
sin x mit halber Geschwindigkeit durchlaufen, und deshalb wird die Periode
verdoppelt. Wenn nédmlich beim gewdhnlichen sinx die x-Werte von 0 bis
27 gelaufen sind, dann fingt alles von vorne an. Nun habe ich hier aber den
Sinus von 7, und das heifit, daf} der Input der Sinus-Funktion hier nur halb
so schnell das Intervall von 0 bis 27 durchlduft wie gewohnt. Mit anderen
Worten: erst wenn x von 0 bis 47 gelaufen ist, hat 5 den gesamten Bereich
von 0 bis 277 durchmessen, und der Sinus fingt von vorne an. Somit hat der
Summand sin% die Periode 4, wie ich auch durch eine leichte Rechnung
iberpriifen kann. Es gilt:

x + 4

. . X 2 4

sin = sl (2+ 7T)—Sln2.

Ich werde jetzt die Argumente fiir die Periode des zweiten Summanden
nicht mehr in dieser Ausfiihrlichkeit ausbreiten wie eben: die Inputs des
Cosinus durchlaufen das Intervall von 0 bis 27 hier nur mit einem Drittel
der Geschwindigkeit des gew6hnlichen cos x, und deshalb wird die Periode
auf 67 verdreifacht. Die Rechnung zeigt auch tatsdchlich:

cos <x +2 ) Ccos x
et — a = —.
3 3

Nun besteht meine Funktion h also aus zwei Summanden mit den Perioden
477 bzw. 67r. Fiir die gesame Funktion kann ich keine der beiden Einzelpe-
rioden verwenden, weil sie nicht zum jeweils anderen Summanden paf3t. Da
sich aber der erste Summand in Abstinden von 47 und der zweite Sum-
mand in Abstinden von 67 wiederholt, werden sich auf jeden Fall beide
Summanden in Abstinden von 127 wiederholen, weil 12 ein gemeinsames
Vielfaches von 3 und 4 ist. Und da 12 auch noch das kleinste gemeinsame
Vielfache von 3 und 4 ist, habe ich mit 127 auch die kleinste Periode der
Funktion h gefunden.
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7.1 Berechnen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen.
() fi(x) =2x> — 6x* + 3x — 17;

(i) f2(0) = 33

(iii) f53(x) = x*- 2x + 1);

(iv) fa(x) =x-e€*.

Losung Diese Ableitungsaufgaben sind ein Einstieg in die Methoden der Dif-

ferentialrechnung, denn die angegebenen Funktionen sind so einfach, daff man

noch kaum auf die iiblichen Regeln zur Berechnung von Ableitungen zurtick-
greifen muf3, sondern meist ohne groflen Aufwand einfach ableiten kann.

(i) Die Funktion f;(x) = 2x> —6x*+3x — 17 ist ein Polynom, und um ein Poly-
nom abzuleiten, mufl man im Grunde nur zwei Dinge wissen: erstens kann
man eine Summe ableiten, indem man die einzelnen Summanden der Reihe
nach ableitet und die errechneten Ableitungen hinterher zusammenzdhlt,
und zweitens gilt fiir jedes n € N die Beziehung (x")' = n- x""'. Um ganz
genau zu sein, sollte ich auch noch erwdhnen, daff ein konstanter Faktor
vor einer Funktion beim Ableiten einfach erhalten bleibt, aber das wird
niemanden {iberraschen. Es gilt also:

firx) =2-3x""—6-2x*1 3. x,

denn die Ableitung einer konstanten Funktion ist immer Null. Daraus folgt
dann:

fi(x) = 6x* — 12x + 3,

da x° =1 gilt.

(ii) Etwas anders sieht es schon bei f,(x) = % aus. Offenbar ist f, kein Polynom,
so daB sich die oben angefiihrte Regel (x")' = n - x"~! nicht auf diesen Fall
anwenden l4fft. Man kann die Regel aber so verallgemeinern, dafl etwas
Verwertbares dabei herauskommt, denn sie gilt nicht nur fiir natiirliche
Exponenten n € N, sondern generell fiir beliebige Exponenten a € R. Mit
anderen Worten: fiir jedes a € R ist (x%)’ = a-x%"!. Das hilft beim Ableiten
von f,(x) = 1 ungemein, weil man 1 als Potenz schreiben kann. Bekanntlich
ist namlich i = x~1, und das heifit, ich habe es hier mit einer Potenz mit
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dem Exponenten a = —1 zu tun. Damit folgt:

1
fi0 =D x T = T = o

da x? = L gilt.

(iii) Es gibt zwei Moglichkeiten, die Funktion f3(x) = x* - (2x + 1) abzuleiten,

(iv)

7.2
@
(ii)

und ich werde Thnen beide Mdoglichkeiten zeigen. Einerseits habe ich hier
natiirlich ein Produkt, und da liegt es nahe, die Produktregel zum Ableiten
zu benutzen. Sind also u und v zwei differenzierbare Funktionen, so sagt
die Produktregel, daf}

(u(x) - v(x) = u'(x) - v(x) + v'(x) - u(x)

gilt. In diesem Fall ist u(x) = x*> und v(x) = 2x + 1. Daher gilt v/(x) = 2x
und v/(x) = 2, und das bedeutet fiir die Produktregel:

300 = (ux) - v(x)
=2x-2x+1)+2 %
= 4x% + 2x + 2x% = 6x% + 2x.
Das funktioniert, aber der Aufwand, hier erst die Produktregel zu bemiihen,
ist doch ein wenig zu hoch. Einfacher diirfte es hier sein, erst einmal f5 ein

wenig anders darzustellen, indem ich die Klammer ausmultipliziere. Das
ergibt:

f3(x) =x*- Qx+1) = 2x° + x%.

Jetzt brauche ich tiberhaupt keine Produktregel mehr, denn in dieser Form
kann man f; einfach der Reihe nach summandenweise ableiten. Damit folgt:

Fi(x) =2 3x% + 2x = 6x° + 2x.

Zur Ableitung der Funktion f,(x) = x - ¢* hat man kaum eine Wahl: f, ist
ein Produkt zweier Funktionen, bei dem sich nichts mehr ausmultiplizieren
oder sonstwie vereinfachen 1af3t. Also werde ich um die Produktregel nicht
herum kommen. Offenbar ist hier u(x) = x und v(x) = e*, so daf ich die
einzelnen Ableitungen u'(x) = 1 und v'(x) = e* erhalte, denn die Ableitung
der Exponentialfunktion ist wieder die Exponentialfunktion selbst. Mit der
Produktregel folgt dann:

fix)=1-e+e"-x=e"+xe* =¢€"-(1+x).
Leiten Sie die folgenden Funktionen ab.

fl(x) = x*e%;

fz(x) = m;

(iii) f3(x) = 2x - cos(x?);
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(iv) fa(x) = In(1 + x%);

()

fs(x) =+1 —x%-sinx;

Vi) fox) = 54

(vii) f7(x) = X,

Losung Auch in dieser Aufgabe sind einige Ableitungen zu berechnen; aller-
dings setzen die angefiihrten Funktionen schon etwas mehr Differentialrech-
nung voraus als die Funktionen in Aufgabe 7.1. Neben der Produktregel, die
auch schon in 7.1 vorkam, werden hier die Quotientenregel und die Kettenre-
gel gebraucht sowie Kenntnisse {iber die Ableitungen einiger weiterer spezieller
Funktionen wie der Logarithmus, die Wurzel und die trigonometrischen Funk-
tionen.

@

(i)

Die Funktion f;(x) = x?¢* hat gewisse Ahnlichkeiten mit der Funktion,
die wir uns in Aufgabe 7.1(iv) angesehen haben: sie ist das Produkt einer
Potenz von x mit der Exponentialfunktion e*, und da keine Chance besteht,
dieses Produkt weiter vereinfachen zu konnen, bevor man mit dem Ableiten
anféngt, bleibt mir nichts anderes iibrig, als die Produktregel zu verwenden.
Es gilt fi(x) = u(x) - v(x) mit u(x) = x> und v(x) = e*. Die einzelnen
Ableitungen lauten somit u'(x) = 2x und v'(x) = e*. Damit ergibt die
Produktregel:

F1(x) = u (x)v(x) + vV (x)u(x) = 2xe* + e* - x* = " (x> + 2x).

Dabei habe ich in der ersten Gleichung nur die Produktregel aufgeschrieben,
in der zweiten Gleichung die Funktionen u und v sowie ihre Ableitungen
in die Produktregel eingesetzt, und in der dritten Gleichung den Faktor e*
vorgeklammert.

Die Funktion f,(x) = +/1 + x? verlangt schon etwas andere Methoden. Die
einzige bisher verwendete Ableitungsregel ist die Produktregel, und die hilft
hier iiberhaupt nicht weiter, weil nirgendwo ein Produkt zu entdecken ist.
Ich mufd mich also auf eine andere Regel besinnen, und der Schliissel liegt
hier in der Kettenregel. f, ist ndmlich eine verkettete Funktion, das heif3t, f,
entsteht als Hintereinanderausfithrung zweier Funktionen: fiir einen Input
x wird zuerst 1 + x? ausgerechnet und anschliefend die Wurzel aus dem
Ergebnis dieser Rechnung gezogen. Die innere Funktion, mit der noch etwas
angestellt wird, ist also v(x) = 1+ x2, und die duflere Funktion, die auf die
innere Funktion angewendet werden muf, lautet u(x) = /x. Damit ist

f2(0) =1+ x? = u(v(x)),

denn hier wird die Wurzelfunktion u nicht mehr einfach nur auf den Input
x angewendet, sondern auf die innere Funktion v(x) = 1 + x%. Fiir diese Si-
tuation gibt es die Kettenregel, die angibt, wie man eine verkettete Funktion
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ableiten kann. Sie lautet:
(u(v(x) =v'(x) - v (v(x)).

In Worte gefasst heif3t das: man leitet die verkettete Funktion ab, indem
man die innere Ableitung mit der dufleren Ableitung multipliziert. Die in-
nere Ableitung ist schlicht die Ableitung der inneren Funktion, also in
diesem Fall v'(x) = 2x. Die duflere Ableitung ist die Ableitung der dufleren
Funktion, wobei Sie darauf achten miissen, dafl Sie in diese duflere Ablei-
tung, sobald Sie sie erst einmal haben, auch als Input die innere Funktion
v(x) einsetzen. Ich berechne also zuerst die Ableitung von u(x) = i/x. Auch
das kann ich aber als Potenz schreiben, denn es gilt: Jx = x?. Nach der
allgemeinen Regel iiber das Ableiten von Potenzen folgt dann:

1
2%

Nun muf} ich aber die duflere Ableitung nicht auf x anwenden, sondern auf
die innere Funktion v(x) = 1 + x*. Damit ist

-1

[

u’(x)—l X2 —lx =
=3 =3 =

1

1
2Jv(x) 21+ 2

und ich habe alles zusammen, um die Kettenregel mit Leben zu fiillen. Es
gilt:

u'(v(x)) =

1 2x X
/ — / s = 2x - = - .
[0 =v(x) -1 (v(x) = 2x 2/1+x2 2J/1+x2 1422

Die Funktion f3(x) = 2x - cos(x?) ist noch ein wenig schlimmer, weil man
zwei Ableitungsregeln anwenden muf3. Zunéchst ist f3 offenbar ein Produkt,
und es macht Sinn, sich fiir den Anfang an die Produktregel zu erinnern.
Sie liefert:

F4i(x) =2 - cos(x?) + (cos(x?)) - 2x.

Das wire alles nicht weiter schlimm, wenn nicht die Funktion cos(x?) noch
abgeleitet werden miisste, und dafiir brauche ich wieder die Kettenregel. Die
innere Funktion lautet hier v(x) = x?, und die duflere Funktion ist natiirlich
der Cosinus. Nach dem Prinzip ,innere Ableitung - duflere Ableitung® folgt
dann:

(cos(x?))’ = 2x - (— sin(x?) = —2x sin(x?),

denn die innere Ableitung lautet v'(x) = 2x, und die Ableitung der Cosi-
nusfunktion ist die negative Sinusfunktion, wobei ich wieder darauf achten
muf}, dafl ich nicht einfach nur sinx schreibe, sondern in diese duflere
Ableitung auch wieder die innere Funktion x* einsetze.
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Nun habe ich mir also die fehlende Ableitung von cos(x?) verschafft und
kann die obige Rechnung zu Ende fiihren. Es gilt:

fi(x) = 2-cos(x?) + (cos(x?)) - 2x

= 2cos(x?) 4+ (—2x) sin(x?) - 2x

= 2cos(x?) — 4x? sin(x?).
Um die Funktion f4(x) = In(1 + x?) abzuleiten, braucht man einerseits
die Kettenregel, denn offenbar gibt es hier eine innere Funktion 1 + x?,
auf die der Logarithmus als &duflere Funktion angewendet wird. Und an-
dererseits mufl man natiirlich wissen, was beim Ableiten des Logarithmus
herauskommt, da die Kettenregel die Bestimmung der dufleren Ableitung

verlangt, und das ist in diesem Fall die Ableitung der Logarithmusfunktion.
Nach der Kettenregel ist jedenfalls

fi(x) =2x-1In'(1 + 7).

Man kann sich nun {iberlegen, daf} (Inx)' = % gilt, und da ich in die duflere
Ableitung wieder die innere Funktion einsetzen muf3, folgt daraus:

1 _ 2x
14+x2 142

fi(x) =2x- In'(1 + x%) = 2x -

Bei der Funktion f5(x) = /1 — x? - sin x kommt wieder Verschiedenes auf
einmal. Es ist dann immer giinstig, die Dinge der Reihe nach abzuarbeiten
und nicht jede Regel gleichzeitig anwenden zu wollen, denn das fithrt fast
immer zu Durcheinander und Konfusion. Offenbar ist f5 ein Produkt; also
wende ich zunédchst die Produktregel an und kiimmere mich hinterher um
den Rest. Damit gilt:

fs(x) = (W1 —x%)"-sinx+ (sinx) -1 — x2.

Bisher habe ich mich vor jedem Problem gedriickt: erstens ist die Wurzel
aus 1 — x? abzuleiten und zweitens die Ableitung von sin x anzugeben. Das
zweite Problem ist leicht 16sbar, denn es gilt (sinx)’ = cosx. Und das
erste Problem ist auch nicht dramatisch, da es sich bei der Berechnung von
+/1 — x? um eine Anwendung der Kettenregel handelt. Die innere Funktion
ist 1 — x* und die duflere Funktion ist die Wurzelfunktion. Da ich in Teil
(ii) bereits nachgerechnet hatte, dal (/x)' = ﬁ gilt, folgt also nach dem

Prinzip ,innere Ableitung - dufSere Ableitung“:

W) = -2

1 X
x - = — ,
24/1 — x2 V1 —x2

denn —2x ist die Ableitung von 1 — x?, und in die Ableitung der Wurzel-
funktion mufte ich die innere Funktion 1 — x? einsetzen.
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Nun habe ich alle benétigten Ableitungen zusammen, und damit folgt:
fs(x) = (W1 —x2) -sinx + (sinx) - v 1 — x2

X .
= ————=-sinx+cosx-+v1—x%
V1 —x?
Die Funktion fe(x) = ﬁjr} ist recht unproblematisch. Ich habe hier einen
Quotienten aus zwei iibersichtlichen Polynomen und kann ohne Weiteres
die Quotientenregel verwenden. Sie lautet:

<u(x))/ _ U @) — vV (0)ux)

v(x) v2(x) |

wobei 12(x) eine abkiirzende Schreibweise fiir (v(x))? ist. Im Fall der Funk-
tion f4 ist u(x) = x*—1 und v(x) = x*>+1. Damit erhalte ich die Ableitungen
u'(x) = v'(x) = 2x. Aus der Quotientenregel folgt dann:

26 (x> +1) —2x-(x*=1)
(x? +1)2
2%+ 2x — 2x° 4 2x
(x2 +1)2
4x
(x? + D

fex) =

(vii) Auch bei der Funktion f7(x) = S"% handelt es sich um eine Anwendung

7.3

der Quotientenregel, wobei man noch zusitzlich wissen muf}, wie die Ab-
leitung der Sinusfunktion heifit. Das habe ich aber schon in Teil (v) geklart:
es gilt (sinx)’ = cosx, und damit steht der Quotientenregel nichts mehr
im Weg. Es gilt u(x) = sinx und v(x) = x?, woraus sich sofort die Ablei-
tungen u'(x) = cos x und v'(x) = 2x ergeben. Insgesamt folgt dann aus der
Quotientenregel:

cosx - x> —2x-sinx
(x?)?
2

Xx“cosx — 2xsinx

fr(x) =

x4
Xcosx — 2sinx

e
Dabei habe ich in der ersten Gleichung die konkreten Einzelableitungen
in die Quotientenregel eingesetzt, in der zweiten Gleichung verwendet, daf}
(x*)* = x* gilt, und in der dritten Gleichung schliellich den Bruch durch
x gekiirzt.

Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen die Kurvenpunkte, in denen

die Tangente parallel zur x-Achse verlduft.
() f(x) =x®—3x> —9x +2;
(ii) g(x) =In(1 + sin’ x).
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Losung Dafd eine Gerade parallel zur x-Achse verlduft, kann man mit Hilfe
ihrer Steigung ausdriicken: offenbar kann so eine Gerade weder ansteigen noch
abfallen und muf3 deshalb die Steigung Null haben. Nun geht es hier aber nicht
um irgendwelche Geraden, sondern um Tangenten zu bestimmten Funktionen,
und die Steigung einer Tangente berechnet man mit Hilfe der ersten Ableitung
der zugehorigen Funktion. Ist beispielsweise f die Funktion, so hat die Tangente

im Punkt x, die Steigung f’(x,). Folglich ist es nicht schwer herauszufinden, in

welchen Punkten eine Tangente die Steigung Null hat, sofern man die erste

Ableitung der zugrunde liegenden Funktion kennt: man muf nur die Gleichung

f'(x) = 0 16sen, und schon hat man die x-Werte, bei denen die Tangente parallel

zur x-Achse verlduft.

(i) Nach diesen prizipiellen Uberlegungen machen die eigentlichen Aufgaben
keine groflen Probleme mehr. Die Funktion f(x) = x> —3x> —9x+ 2 hat die
Ableitung f'(x) = 3x* — 6x — 9. Herausfinden mu8 ich, fiir welche x-Werte
diese Ableitung Null ergibt, mit anderern Worten: ich mufl die Gleichung
3x* — 6x — 9 = 0 lésen. Nun gilt:

3x’ —6x—9=0& x> —2x—3=0,

da ich hier einfach nur auf beiden Seiten durch 3 geteilt habe. Die Losung
dieser quadratischen Gleichung erfolgt mit der p, g-Formel. Es gilt:

xio=1+/1+3=1+/4=1+2.

Somit ist x; = —1 und x, = 3. Die Tangente an die Funktionskurve von
f(x) = x> — 3x* — 9x + 2 verlduft also genau dann parallel zur x-Achse,
wenn sie entweder bei x; = —1 oder bei x, = 3 gezogen wird.

(ii) Auch die Funktion g(x) = In(1+sin* x) kann ich nach dem gleichen Schema
behandeln mit dem kleinen Unterschied, dafl g sicher kein Polynom ist und
deshalb die Ableitung etwas komplizierter ausféllt. Ich habe hier wieder
einmal eine verkettete Funktion, wobei die innere Funktion v(x) = 1+sin? x
lautet und die duflere Funktion der Logarithmus ist. Die innere Ableitung
mufd ich selbst schon mit Hilfe der Kettenregel ausrechnen, denn es gilt
v(x) = 1 + (sinx)?, und daraus folgt:

v'(x) = cosx - 2sinx = 2 sin x cos x.

Weiterhin wissen Sie, daf§ (Inx)’ = i ist, und da man in die duflere Ableitung
immer die innere Funktion einsetzen muf3, erhalte ich insgesamt:

1 2 sin x cos x
1+ sin’x 1+sin’x

g'(x) = 2sinxcosx -

Auch hier muf ich der Frage nachgehen, wann diese erste Ableitung Null
wird. Daf} g(x) ein einigermaflen komplizierter Bruch ist, spielt dabei keine
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grofle Rolle; es gilt namlich:

2sin x cos x

—— = 0<% sinxcosx =0,
1+ sin” x

gx)=0¢

denn ich kann die urspriingliche Gleichung mit dem Nenner multiplizie-
ren, der daraufhin wegen der Null auf der rechten Seite verschwindet, und
anschlieflend noch auf beiden Seiten durch 2 teilen. Ein Produkt ist aber ge-
nau dann Null, wenn mindestens einer der beiden Faktoren Null ist. Daraus
folgt:

g (x) =0 < sinx = 0 oder cosx = 0.

Jetzt wird die Sache iibersichtlich. Der Sinus wird genau dann Null, wenn

sein Input ein geradzahliges Vielfaches von 7 ist, wihrend der Cosinus
genau dann Null wird, wenn sein Input ein ungeradzahliges Vielfaches von

7 ist. Da jede ganze Zahl entweder gerade oder ungerade ist, bedeutet das:
/ ™ .
g(x):0<:>x:k5 mit k € Z.

Somit haben genau die Tangenten an g in den Punkten k- 7,k € Z, die
Steigung Null.

7.4 Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an die Funktionskurve von
f(x) = sinx fiir den Punkt x, = 7.

Losung Die Tangente an eine Funktionskurve ist eine Gerade, und daher geht
es hier um die Bestimmung einer Geradengleichung y = mx + b. Dabei ist m die
Steigung der Geraden und b der sogenannte y-Achsenabschnitt. Ich muf also
die Werte von m und b bestimmen, und alles, was ich zur Verfiigung habe, sind
die Funktion f(x) = sinx und der Punkt x, = #. Das reicht aber auch. Die
Steigung der Tangente ist nichts anderes als die erste Ableitung der Funktion in
dem gegebenen Punkt, also m = f'(xp). Wegen f’(x) = cosx ist daher

m = f'(x9) = cosm = —1.

Das ist schon die halbe Miete, und ich muf3 jetzt nur noch b herausfinden. Nach
dem bisherigen Stand lautet die Tangentengleichung y = —x + b. Ich weif3 aber,
dafl die Tangente mit der Kurve von f einen Punkt gemeinsam hat: fiir xo = 7
beriihren sich die die Tangente und die Funktionskurve, denn so ist die Tangente
gerade definiert, und das bedeutet, daf} bei x, = 7 der Funktionswert von f und
der y-Wert der Tangente gleich sein miissen. Der Funktionswert lautet:

f(m) =sin7T = 0.
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Fiir x = 7 muf} daher der y-Wert der Tangente ebenfalls Null sein, und da die
Tangentengleichung y = —x + b lautet, folgt daraus:

0= —m+b, also b =.
Mit m = —1 und b = 7 erhalte ich daher die Tangentengleichung

y=-—x+.

7.5 Berechnen Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen.
0 fO) =15

(i) g) =t-Int;

(i) h(x) = x*.

Losung Hier passiert nichts nennenswert anderes als in Aufgabe 7.1: zu einer

gegebenen Funktion ist die erste Ableitung auszurechnen. Die Regeln sind im

Wesentlichen dieselben, ich werde auch jetzt die Produktregel, die Quotienten-

regel und die Kettenregel brauchen.

(i) Die einzige Besonderheit der Funktion f(t) = 1%2 besteht darin, daf ihre
unabhéngige Variable nicht mehr x heifit, sondern ¢, aber fiir den Vorgang
des Ableitens ist das unerheblich. Da es sich um einen Quotienten handelt,
ist die Verwendung der Quotientenregel angebracht, und mit dem Zahler
u(t) = ' sowie dem Nenner v(t) = 1+ > gilt: u/(t) = e’ und v/(¢) = 2t.
Daraus folgt:

£l = w (v — vz’(t)u(t)

(v(1)
_el(1417) —2te!
0+
et =2t +1)
(1+ £2)2

Wenn man will, kann man f'(¢f) wegen der zweiten binomischen Formel

auch als f'(¢t) = e(tl(jr;t)); schreiben, aber da es keinerlei Kiirzungsméglich-
keiten gibt, macht das die Sache weder besser noch schlechter.

(ii) Daf3 auch bei der Funktion g(¢) = ¢ - Int die unabhéngige Variable ¢ heifit,
kann Sie mittlerweile nicht mehr schrecken. Ansonsten ist g(¢) ein einfaches
Produkt, dessen Ableitung ich mit der Produktregel berechne. Mit u(t) =t
und v(¢) = Int ist ¥/(¢) = 1 und V'(¥) = % Nach der Produktregel gilt
daher:

g =d@®ve) +vV'Ou@®) =Int + % t=Int+1.

(iii) Die Funktion h(x) = x* ist allerdings ein besonderer Fall, der immer wieder
auf Entsetzen st6f3t. Bevor ich Ihnen zeige, wie man h richtig ableitet, will
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ich Thnen noch zwei weitverbreitete Fehler zeigen, die man auf keinen Fall
machen darf. Sie alle wissen, daf§ fiir beliebige reelle Exponenten a € R
die Gleichung (x)’ = a - x%! gilt. Nun steht aber hier x im Exponen-
ten, und natiirlich ist x eine reelle Zahl, so daff man diese Regel auch auf
h(x) = x* anwenden kénnen miifite. In diesem Fall wiirde sich die Ableitung
x-x* 1 =x! . x*! = x!"*71 = x* ergeben, und das sollte jeden Anhidnger
dieser Theorie nachdenklich stimmen. Nach meiner etwas gewaltsamen Me-
thode entspricht namlich die Ableitung genau der Funktion selbst, und so
etwas kommt eigentlich nur bei der Exponentialfunktion f(x) = e* vor. Der
Fehler liegt darin, daf} die Regel (x*)’ = a - x*~! nur dann gilt, wenn a ein
fester Exponent ist wie in x*> oder x~'7. Sobald sich in den Exponenten eine
Variable eingeschlichen hat, ist die Regel nicht mehr anwendbar.
Diese Erkenntnis fithrt manchmal zu dem umgekehrten Fehler: schliefllich
kennt man ja die Ableitung von a* oder weif} zumindest, wo sie steht. Es
gilt immer (a*)’ =Ina - a*, und in diesem Fall wiirde das zu der Ableitung
Inx - x* fithren. Das ist aber genauso falsch, und das Argument ist fast das
gleiche wie eben. Die Regel (a*)’ = Ina - a* gilt nur dann, wenn a eine feste
Basis ist wie in 2* oder 17*. Sobald sich in der Basis eine Variable eingenistet
hat, ist auch diese Regel nicht mehr anwendbar.
Der Schliissel zur Ableitung von h liegt aber tatsichlich in der Exponenti-
alfunktion, allerdings verbunden mit der Kettenregel. Wenn man h(x) als
e®tWaS schreiben kann, dann 1St sich die Ableitung mit Hilfe der Kettenre-
gel leicht berechnen. Nun gilt aber fiir jedes x > 0 die Beziehung x = ¥,
denn der natiirliche Logarithmus von x ist die Zahl, mit der ich e poten-
zieren muf}, um x zu bekommen, und wenn ich e mit genau dieser Zahl
potenziere, dann muf} eben x herauskommen. Damit ist aber:

X = (elnX)X — ex~lnx’
denn man potenziert eine Potenz, indem man die Exponenten multipliziert.
Nach der Kettenregel folgt:

H(x) = (x-1lnx) - e*m¥,

da die duflere Ableitung gerade die Ableitung der Exponentialfunktion ist,
die sich bekanntlich beim Ableiten selbst reproduziert. Ich weifl aber, was
e*I"* ist: das war genau x*. Somit gilt:

H(x) = (x-lnx) - x*,

und ich mufl nur noch die innere Ableitung ausrechnen. Eigentlich muf ich
das aber gar nicht mehr, denn genau diese Ableitung war Gegenstand von
Teil (ii) dieser Aufgabe, nur daf} die Variable dort ¢ anstatt x hie}. Mit dem
Ergebnis von (ii) folgt dann insgesamt:

H(x)=(Inx+1) - x*.
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7.6  Berechnen Sie die erste und zweite Ableitung der Funktion
f(x) = arccotx.

Hinweis: Betrachten Sie arccotx als Umkehrfunktion der Cotangensfunktion und
verwenden Sie den Satz iiber die Ableitung von Umkehrfunktionen.

Losung Da ich hier den Satz {iber die Ableitung der Umkehrfunktion ver-
wenden soll, macht es Sinn, wenn ich diesen Satz erst einmal kurz vorstelle.
Ist g eine differenzierbare Funktion mit einer Umkehrfunktion g~!, so kann
man diese Umkehrfunktion ableiten, indem man auf die Ableitung von g selbst
zuriickgreift. Fiir jedes y aus dem Definitionsbereich von g~' gibt es natiirlich
ein x aus dem Definitionsbereich von g, so dafl y = g(x) gilt, denn der Defi-
nitionsbereich von g~! ist der Wertebereich von g. Zu diesem x kann man die
Ableitung g'(x) ausrechnen, und falls g'(x) # 0 ist, gilt die Beziehung:

/ 1 .
(g—l(y)) = m mit y = g(x).

Das sieht zundchst etwas abstrakt aus, aber es wird sich gleich herausstellen, daf}
man damit sehr konkrete Ableitungen ausrechnen kann. Der Arcuscotangens soll
als Umkehrfunktion des Cotangens betrachtet werden. Ich setze also

g(x) = cotx.
Nun ist
y = cotx & x = arccoty.
Folglich ist
(arccoty) = (7' (»))',

denn mit g(x) = cotx ist g~'(y) = arccoty. Nach dem Satz iiber die Ableitung
der Umkehrfunktion ist dann:

(g'») = wobei y = g(x) ist.

1
g'(x)
Mit der Quotientenregel kann man ausrechnen, dafl

1

sin® x

g'(x) = (cotx) = —

gilt. Damit folgt:

11
g,(x) N - -12

sin” x

= —sin®x,

(') =
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wobei y = g(x) ist. Das sieht schon nicht schlecht aus, ist aber noch sehr
unbefriedigend. Gestartet bin ich hier mit der Inputvariablen y fiir den Arcus-
cotangens, und herausbekommen habe ich eine Ableitung, die von der Variablen
x abhéngt, wobei ich weifi, dafl y = cotx ist. Ich mufl das Ganze jetzt noch auf
die Variable y umschreiben, und das heifit, dafy ich moglichst gut sin® x mit
Hilfe von y ausdriicken muf8. Auf den Ansatz zu kommen, ist dabei gar nicht
so leicht. Es gilt zundchst nach dem trigonometrischen Pythagoras:

5 cos’x 1—sin’x 1
cot'x = ——— = — =—-——1L
sin” x sin” x sin” x
Daraus folgt:
2 2 1
—— =cot"x+ 1, also sin X=—F—".
sin” x cot*x+1

Damit ist das Problem schon fast gelost. Wie oben schon erwéhnt, gilt ndmlich
Yy = cotx & x = arccoty.

Und aus cotx = y folgt natiirlich cot? x = y*. Setzt man das ein, so ergibt sich:

1
co?x+1 1+ y*

sin?x =

Jetzt gehe ich wieder zuriick zu meiner Ableitung von g~!(y). Dort hatte ich
herausgefunden, daf3

(g7'(») = —sin’x
gilt, und mit unseren neuen Kenntnisen folgt daraus:

1

—1 /__.2 _
(§7'(») = —sin*x = i

Es gilt also

ty) = ———.,
(arccoty) T+
und da es auf den Namen der Variablen nicht ankommt, habe ich damit die
Gleichung

1

arccotx) = ——
( ) 1+ x2

bewiesen.
Der zweite Teil der Aufgabe ist Routine. Die zweite Ableitung von arccot x ist

die erste Ableitung seiner ersten Ableitung, also die erste Ableitung von _p%xz'
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Beim fliichtigen Hinschauen sieht es vielleicht gar nicht so aus, aber das ist ein
Fall fiir die Kettenregel, denn ich kann schreiben:

2\-1
T2 (I4+x5)77,
und habe damit eine verkettete Funktion vor mir. Die innere Funktion ist v(x) =
1 + x* mit der inneren Ableitung v'(x) = 2x, wihrend ich es mit der dufleren
Funktion u(x) = —x~! mit der Ableitung v/(x) = x> = x—lz zu tun habe. Da ich
bei Gebrauch der Kettenregel in die duflere Ableitung immer die innere Funktion
v(x) einsetzen muf3, folgt daraus:

" / / 1 2x
(arecot)” =vi(®) - w(v(x) =2 7755 = G

7.7 Bestimmen Sie die ersten beiden Ableitungen der folgenden Funktionen.
0 f)=x VT+x%

(i) g(x) = arccos(x — 1);

(i) h(x) = (x* — 4)~3.

Losung In dieser Aufgabe gibt es einen wichtigen Unterschied zu den Aufgaben
7.1, 7.2 und 7.4: es geht hier nicht mehr nur um die gewohnte erste Ableitung,
sondern es wird die zweite Ableitung verlangt. Das ist natiirlich auch nichts
prinzipiell anderes, denn die zweite Ableitung erhélt man, indem man die erste
Ableitung noch einmal ableitet. Was sich dndert ist einfach nur der Arbeitsauf-
wand, denn wenn ich vorher nur einmal pro Funktion ableiten mufite, dann
bleibt mir jetzt nichts anderes iibrig, als es zweimal zu machen.
(i) Zum Berechnen der zweiten Ableitung von f(x) = x - /1 + x? bestimme
ich erst einmal die erste Ableitung. Da f ein Produkt ist, bietet sich die
Produktregel an. Es gilt:

flo=1-vV1+x+ («/1 —i—xz),-x.

Dabei habe ich die unproblematische Ableitung (x)’ = 1 gleich hingeschrie-
ben und die ldstigere Ableitung von +/1 + x? auf spéter verschoben. Fiir die
brauche ich ndmlich wieder einmal die Kettenregel. Die innere Funktion ist
v(x) = 1+ x%, und die dulere Funktion lautet u(x) = /x. Insgesamt ist
dann v/1 + x? = u(v(x)). Nun wissen Sie sicher, daf} v/(x) = 2x gilt, und Sie
wissen hoffentlich, wie man die Wurzelfunktion ableitet: es gilt #/(x) = ﬁ
Nach dem Prinzip ,innere Ableitung - duflere Ableitung” folgt daraus:

4 1 X
v1+x2) =2x- = ,
( 21+ %2 1+

denn in die duflere Ableitung mufl ich nicht mehr nur x einsetzen, sondern
die innere Funktion v(x) = 1 + x*. Fiir die erste Ableitung habe ich jetzt
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alles zusammen. Es folgt:

fl==VI+x+ (m +xz)’.x

— VIt e+ > .x
V14 x?
2
— Tt
V14 x2
Bringt man diese Summe noch auf einen Bruch, so muff man +/1 + x? mit
1+ x? erweitern und erhailt:

1+ x2 N X 142
Vit Ji+x2 i+

Damit ist die erste Ableitung erledigt, aber leider reicht das noch nicht,
da hier die zweite Ableitung verlangt wird. Wegen f”(x) = (f)'(x) werde
ich jetzt also die berechnete erste Ableitung noch einmal ableiten. Ich habe
es nun allerdings mit einem Quotienten zu tun und verwende daher die
Quotientenregel. Sie liefert:

4x/1 4+ x2 — (\/1 +x2) (14 2x%)
\/l—i—x22 ‘

Das sieht viel schlimmer aus als es ist. Erstens habe ich die im Zihler
auftauchende Ableitung eben gerade ausgerechnet, und zweitens 1df3t sich
der Nenner deutlich vereinfachen, denn das Quadrat einer Wurzel ist immer
ihr Wurzelinhalt. Damit folgt:

4x/1 4+ x2 — w% (14 2x%)

1+ x2

flo=

f//(x) —

f// (x) —

Im Grunde genommen ist die Arbeit des Ableitens damit schon erledigt.
Da das Ergebnis aber noch etwas uniibersichtlich aussieht, will ich es ein
wenig vereinfachen. Den Bruch im Zihler kann ich beseitigen, indem ich
den ganzen Ausdruck mit +/1 + x? erweitere, denn beim Erweitern werden
Zahler und Nenner mit +/1 4+ x? multipliziert. Auflerdem hat das den Vorteil,
dafl die erste Wurzel im Zéhler mit sich selbst multipliziert wird und damit
ihr Wurzelinhalt herauskommt. Es gilt also:

4x(1+x%) —x(14+2x%)  4x4+4x’ —x—2x>  3x+2x°
(1 4+ x2)4/1+ x2 (1 4+ x2)4/1 + x2 (14 x)v/1+ 2

Legt man Wert auf die Potenzschreibweise, so kann man sich fiir den Nenner
noch iiberlegen, daf}

f//(x) —

A+VI+x2=1+D)A+x) =1 +x)?
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gilt, und erhilt schliefllich:

3x + 2x°

= e

Nun geht es um die zweite Ableitung von g(x) = arccos(x — 1). Die erste
Ableitung ist nicht weiter dramatisch, wenn man weif3, dafy (arccosx)’ =

— J11—7 gilt. Meine Funktion g ist ndmlich eine verkettete Funktion, deren

innere Funktion v(x) = x — 1 heif8t, wihrend ihre &uflere Funktion ge-
rade der Arcuscosinus ist. Die innere Ableitung betrégt also 1, und aus der
Kettenregel folgt:

I S 1 _ 1
g = V1= (x— 1)2 V1I— (2 —2x+1) Vox —x*

Die zweite Ableitung ist nun wieder die erste Ableitung der ersten Ableitung.
Dazu diirfte es am einfachsten sein, wenn man g’(x) als Potenz schreibt, weil
in diesem Fall das weitere Ableiten direkt iiber die Kettenregel ablduft und
man sich die Quotientenregel fiir den Bruch ersparen kann. Nach den Regeln
der Potenzrechnung gilt:

P P S —

Vox —x2 _(Zx—xz)%

Das ist offenbar eine verkettete Funktion: mit der inneren Funktion v(x) =
. . 1.
2x — x* und der dufleren Funktion u(x) = —x~7 ist

g(x) = u(v(x)).

Die innere Ableitung ist mit v'(x) = 2 — 2x ganz einfach zu berechnen. Die
duflere Funktion ist zwar kein Polynom, aber doch immerhin - bis auf das
vordere Minuszeichen - eine Potenz, die man nach der Regel (x%)' = ax®"!
ableiten kann. In diesem Fall heif$t das:

1 1 1 s
W(x)y=—(—=)-x 27" =-x"1.
0==(-3) 5" =5

Bei der Anwendung der Kettenregel mufl ich dann wieder die innere Ablei-
tung mit der dufleren multiplizieren, wobei in die duflere Ableitung nicht
mehr der Input x, sondern die innere Funktion v(x) eingesetzt wird. Das
bedeutet:

1 ;
g'x) =vx) - ux)=Q2-2x)- E(zx —x%)7.

Aus der vorderen Klammer kann man den Faktor 2 vorklammern, der sich

sofort gegen den Faktor ; wegkiirzt. Bedenken Sie jetzt noch, was die Po-
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tenzierung mit einem negativen Exponenten bedeutet, dann erhalten Sie:

—x
1"
()= —.
& (2x — x2)3
(iii) Auch die Funktion h(x) = (x> — 4)_3 wird mit Hilfe der Kettenregel abge-
leitet. Die innere Funktion ist v(x) = x?> —4, und die duflere Funktion ist die
Potenzierung mit —%, also u(x) = x~3. Dann lautet die innere Ableitung
v'(x) = 2x, und es gilt:

, 5 s, 5
U(x)=—=-x"3"" =—=x
(%) 3 3

wioo

Zur Anwendung der Kettenregel multipliziere ich die innere Ableitung mit
der dufleren und muf3 dabei beachten, dafl in die duflere Ableitung die
innere Funktion eingesetzt wird. Damit folgt:

10x > 8
———(x* =475,
3( )

5 8
W(x)=v'(x) u(v(x)) =2x- (—3) (x*—4)75 =
Die zweite Ableitung ist wie iiblich die erste Ableitung der ersten Ableitung,
und da es sich bei der ersten Ableitung um ein Produkt handelt, brauche ich
hier die Produktregel. Dabei schreibe ich die unproblematische Ableitung
sofort auf und verschiebe die schwierigere auf spéter. Es gilt:

W = -5 e (@) (<)

Ich muf also nur noch die Ableitung von (x* — 4)’2 herausfinden. Das ist
jetzt aber nicht mehr schwer, weil es genauso funktioniert wie bei der ersten
Ableitung von h selbst, nur daf ich jetzt den Exponenten —& anstatt —2

habe. Es ergibt sich also:

((x2 —4)*?)/ —2x.- <—8> oyt =1yt

Damit gehe ich jetzt in die Formel fiir #”(x) und kann die fehlende Ableitung
eintragen. Es folgt dann:

W = —o (6 - 4)‘%)/' (_10x>

3 3
10, . 16x., _u [ lox

= —— . (x*—4) 3 — —(x*—4) 3 | ——
5 ) 5 ( ) ( 3 >
10 160

= (=) 4 — PP — )T,
3 9

wobei ich im letzten Schritt noch die Zusammenfassung —1& . (—1%) =

18042 vorgenommen habe.
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7.8  Zeigen Sie, daf fiir alle x € [—1, 1] die Beziehung
. a
arcsin x + arccos x = 5

gilt.
Hinweis: Leiten Sie die Funktion f(x) = arcsinx + arccosx ab und stellen
Sie fest, was das Ergebnis fiir die Funktion f bedeutet.

Losung Hier geht es einmal nicht darum, bestimmte Ableitungen auszurech-
nen, sondern mit Hilfe der Differentialrechnung eine Gleichung iiber Arcussinus
und Arcuscosinus nachzuweisen, obwohl in dieser Gleichung {iberhaupt keine
Ableitungen vorkommen. Die Aufgabe setzt allerdings einige Kenntnisse {iber
Differentialrechnung voraus, und ich schreibe jetzt erst einmal auf, was Sie alles
wissen miissen, um sie wirklich 16sen zu konnen.

Laut Hinweis sollen Sie die Funktion f(x) = arcsin x + arccos x ableiten, und
das bedeutet, daf} Sie die Ableitungen von arcsinx und von arccosx kennen
miissen. Das kann man sich so dhnlich iiberlegen wie die Ableitung des Arcus-
cotangens in Aufgabe 7.6, nur dafl Sie bei arcsinx und arccosx nicht so viel
mit den trigonometrischen Funktionen herumhantieren miissen wie ich es in
7.6 mufite. Da es hier aber um eine Anwendung der Differentialrechnung geht,
verzichte ich auf diese Rechnungen und teile Thnen einfach mit, daf}

1

V1 —x?

(arcsinx)’ = und (arccosx) = —

1
N
gilt.

Weiterhin wird sich gleich herausstellen, dafl ich etwas iiber Funktionen
wissen muf3, deren Ableitung durchgidngig Null ist. Es ist aber nicht schwer,
sich vorzustellen, wie solche Funktionen aussehen miissen: wenn eine Funktion
g ¢ [a,b] — R iiberall die Tangentensteigung Null hat, dann kann sie weder
ansteigen noch abfallen und muf} deshalb konstant sein. Prézise beweisen kann
man das mit dem sogenannten Mittelwertsatz, aber aus dem gleichen Grund wie
oben verzichte ich auf die genaue Herleitung.

Mit diesem Hintergrundwissen ist die Aufgabe nicht mehr so schwer. Ich
setze also f(x) = arcsinx + arccos x und berechne die erste Ableitung von f.
Mit den Aussagen iiber die Ableitungen von arcsinx und arccos x erhalte ich:

1

1_xz+<w11_—xz)

Somit ist f'(x) = 0 fiir alle x € [—1, 1]. Nach dem eben zitierten Satz iiber
Funktionen, deren Ableitung iiberall Null ist, bleibt f nichts anderes iibrig, als
eine konstante Funktion zu sein. Es gibt daher eine Zahl ¢ € R, so daf} gilt:

f'(x) = (arcsinx)’ + (arccosx)’ = =0.

arcsin x + arccos x = c fiir alle x € [—1, 1].
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Die Frage ist nur: was ist ¢? Das ist leicht herauszufinden, denn da fiir alle
x-Werte das gleiche ¢ herauskommen muf, gilt insbesondere:

arcsin 0 + arccos 0 = c.

Nun ist aber arcsin0 die Zahl, deren Sinus genau Null ist, und das heifit:
arcsin 0 = 0. Und weiterhin ist arccos 0 die Zahl, deren Cosinus genau Null ist,
und das heiflt: arccos 0 = 7. Setzt man diese Werte ein, so ergibt sich:

. T
¢ = arcsin 0 + arccos 0 = 7

Jetzt bin ich mit der Aufgabe auch schon fertig, denn ich habe ¢ = 7 herausge-
funden, und daraus folgt:

. T ..
arcsin x + arccos x = ) fiir alle x € [—1, 1].

Im Interesse der Einfachheit habe ich mich hier aber einer kleinen Schlampe-
rei schuldig gemacht. Wenn Sie die Berechnung der ersten Ableitung genauer
ansehen, dann werden Sie feststellen, dafy man sie genau genommen nur fiir
x € (—1,1) ausrechnen darf, da ansonsten durch Null dividiert wird. Das ist
aber nicht weiter schlimm. Mit den gleichen Argumenten wie eben folgt dann
arcsinx + arccosx = 7 fiir alle x € (—1, 1), und da es sich um eine auf ganz
[—1, 1] stetige Funktion handelt, muff dann diese Gleichung auch auf [—1, 1]
gelten.

7.9 Essei n € N. Bilden Sie fiir die nachstehenden Funktionen jeweils die n-te
Ableitung ™ (x).

(1) f(x) = cosx;
i) [0 =1
(iii) f(x) =1Inx;
(iv) f(x) =e*.

Losung Die Aufforderung, die n-te Ableitung einer gegebenen Funktion zu
bestimmen, ist oft etwas schwieriger als die bisher betrachteten Ableitungsauf-
gaben. Wenn Sie zum Beispiel die erste oder auch die zweite Ableitung aus-
rechnen sollen, dann ist das eine iiberschaubare Angelegenheit: mit Hilfe der
iiblichen Regeln sieht man zu, dafl man an die Ableitung herankommt, und
dann hat sich die Sache. Bei der n-ten Ableitung kommt noch hinzu, daff man
keine konkrete Ableitungsnummer hat, sondern eben die etwas abstrakte n-te
Ableitung angehen muf. Da n irgendeine beliebige natiirliche Zahl ist, bedeutet
das im Grunde genommen, dafl Sie jede beliebige Ableitung der Funktion mit
einem Schlag ausrechnen miissen, denn sobald Sie iiber eine Formel fiir die n-
te Ableitung verfiigen, konnen Sie sofort durch pures Einsetzen die siebzehnte,
achtunddreifligste oder auch fiinfhunderttausendste Ableitung bestimmen. Daf}
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so eine universelle Aufgabe schwieriger ist als das iibliche Berechnen der ersten

Ableitung, wird niemanden iiberraschen. Bei den Funktionen aus dieser Aufgabe

ist der Aufwand allerdings noch vertretbar.

(1) Ich suche nun die n-te Ableitung von f(x) = cos x. Ein guter Anfang besteht
fast immer darin, sich ein paar Ableitungen aufzuschreiben und zu sehen,
ob sich irgendeine Gesetzméfligkeit erkennen ldf3t, mit deren Hilfe man die
n-te Ableitung beschreiben kann. Ich fange also einfach mit dem Ableiten
an und erhalte:

f'(x) = —sinx, f’(x) = —cosx, f”(x) = sinx, f¥(x) = cos x.

Neben der eher nebensachlichen Tatsache, daf$ ich ab n = 4 nicht mehr die
Strichschreibweise, sondern die Schreibweise der eingeklammerten Zahlen
fiir die Ableitungsnummer verwende, sollte Thnen hier etwas auffallen. Die
vierte Ableitung entspricht ndmlich genau der Funktion selbst; es gilt:

FPx) = f(x) = cosx.

Das ist praktisch, denn jetzt brauche ich eigentlich nichts mehr zu tun.
Daraus folgt ndmlich sofort:

O = fl(x) = —sinx, fOx) = f'(x) = —cosx
und

fPx) = f"(x) = sinx, f®(x) = f?(x) = cosx.

Und ab der neunten Ableitung wiederholt sich wieder alles. Unter all diesen
Ableitungen der Funktion f(x) = cosx gibt es offenbar nur vier wirklich
verschiedene, die sich in regelméfligen Abstinden immer wieder wiederho-
len, und ich muf} jetzt nur noch ordentlich aufschreiben, wie man diese
Wiederholung mathematisch formuliert.

Das ist aber nicht so schwer. Bezeichnet man die Funktion selbst als ihre
nullte Ableitung, so ist offenbar

cosx=fO%) = fY%) = fO%) =P =,

und das heif3t, daf bei allen durch vier teilbaren Ableitungsnummern »n die
n-te Ableitung ™ (x) = cos x herauskommt. In Formeln gefafit heiflt das:

f(")(x) = cosx fiir n =4m, m € Ny,

denn n ist genau dann durch 4 teilbar, wenn es eine natiirliche Zahl m gibt
mit n = 4m. Weiterhin haben Sie gesehen, daf}

—sinx=fPx) = fO% = fP0) = fPx) =,
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und das heifst:
f(x) = —sinx fir n =4m+ 1, m € Ny,

denn die natiirlichen Zahlen n = 4m + 1, m € N, sind genau die eben
gebrauchten Zahlen 1, 5,9, 13, .... Nun ist aber klar, wie es weitergeht. Die
nichste Gruppe von moglichen Ableitungsnummern sind die Zahlen n =
4m + 2, m € Ny, und zum Schluff habe ich noch n = 4m + 3, m € N,. Fir
diese beiden Gruppen gilt:

f(")(x) =—cosxfirn=4m+2,meN,
und

f(x) = sinx fiir n = 4m + 3, m € N,.
Insgesamt kann ich die n-te Ableitung von f also darstellen als:

CcoS X ,falls n=4m, m e N,

—sinx Lfallsn=4m+1,meN,
—cosx ,fallsn=4m+2,me N,
sin x , falls n = 4m + 3, m € N,.

f(n) (x) =

Zu berechnen ist die n-te Ableitung von f(x) = 1. Zu diesem Zweck ver-
wende ich wieder die angenehme Tatsache, daff man i auch als Potenz
schreiben kann, denn es gilt f(x) = x~!, und das macht das Ableiten we-
sentlich einfacher. Berechnet man nach der Regel (x*)' = a-x*! die ersten

drei Ableitungen von f, so ergibt sich:

fo=D-x72 f') = (=1 (=2)-x7°

und
f7x) = (=1)-(=2) - (=3) - x~*.

Sie kénnten hier natiirlich auch die jeweiligen Vorfaktoren ausmultiplizieren
und wiirden dann eben irgendeine Zahl vor der jeweiligen Potenz von x
erhalten. Das wiére aber nicht sehr sinnvoll, denn indem ich die Faktoren
einfach als Faktoren stehen lasse, kann ich in den verschiedenen Ableitungen
schon jetzt ein System erkennen: Die Anzahl der Vorfaktoren von x€tWas
entspricht genau der Nummer der Ableitung, und jedesmal starte ich mit
dem Faktor —1. Bei der ersten Ableitung hore ich mit den Vorfaktoren auch
bei —1 gleich wieder auf, bei der zweiten komme ich bis —2, bei der dritten
bis —3, und folglich werde ich bei der n-ten Ableitung mit dem letzten
Vorfaktor —n aufhéren. Meine n-te Ableitung wird also vor der Potenz
von x die Vorfaktoren (—1) - (—2) - -- (—n) haben. Jetzt mufl ich nur noch
den passenden Exponenten von x bestimmen. Wie Sie aber schon an den
Beispielen gesehen haben, ist der Exponent von x immer um 1 kleiner als
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der letzte auftretende Vorfaktor, und deshalb wird bei der n-ten Ableitung
mit dem letzten Vorfaktor —n auch der Exponent —n — 1 verbunden sein.
Insgesamt erhalte ich also:

FPx) = (=1)-(=2) - (=3)--- (—=n) - x """,

Das kann man etwas einfacher schreiben. Offenbar habe ich hier genau n
Vorfaktoren (—1) - - - (—n) und damit auch genau n Minuszeichen. Bekannt-
lich wird Minus mal Minus zu Plus, wihrend Minus mal Minus mal Minus
wieder zu Minus wird. Ist n also gerade, so werden alle Minuszeichen zu-
sammen genau ein Plus ergeben; ist n dagegen ungerade, so wird am Ende
ein Minus herauskommen. Deshalb lassen sich alle Minuszeichen zu dem
Term (—1)" zusammenfassen, der fiir ungerades n zu —1 und fiir gerades
n zu 1 wird.

Hat man nun alle Minuszeichen aus den Vorfaktoren herausgezogen, so
bleiben nur noch die nackten Zahlen 1-2-3- - - n iibrig, und diesen Ausdruck
pflegt man mit dem Zeichen n! abzukiirzen und als die Fakultit von n zu
bezeichnen. Insgesamt erhalte ich also die Formel:

fP@ =E=D" ol x " = (D"l e

(iii) Bei der Berechnung der n-ten Ableitung von f(x) = Inx fillt zunéchst auf,
daf}

ey — L
f(X)—x

gilt, und das gibt Anlafl zur Freude, wenn Sie noch einmal einen Blick auf
die Teilaufgabe (ii) werfen. Jetzt folgt ndmlich sofort:

, B l / . B 1 ” w B l ”m
o= (3) srw=(3) 0w = (1)

und ganz allgemein
1 (n—1)
() — (=
f (x) - <x) ’

denn wenn i die erste Ableitung von Inx ist, dann muf (%)/ die zweite
Ableitung von In x sein, und dieser Vorsprung um eine Ableitungsnummer
zieht sich durch bis hin zur n-ten Ableitung f™(x), die der (n — 1)-ten
Ableitung von 1 entspricht. In Teil (i) hatte ich aber die n-te Ableitung von

1 ausgerechnet. Sie lautet:




156 Differentialrechnung

Nun muf} ich aber nicht die n-te, sondern die (n — 1)-te Ableitung heran-
ziehen, und das bedeutet, daf} ich iiberall in der Ableitungsformel n durch
n — 1 zu ersetzen habe. Daraus folgt:

1 (n—1) . 1 . 1
<) = (=D 1‘(”—1)!'W:(—1) 1'(n—1)!~;.

X
(n) B l (n—1)
s = ()

™M (x) = (—1)" - (1 — 1)1~ =
) =E=D" - (n =1l ot

Wegen

heiflt das dann

(iv) Die Funktion f(x) = e** ist sicher die einfachste in der Riege der hier
vertretenen Funktionen. Nach der Kettenregel gilt:

f/(x) — 2823(’ f//(x) — 462x — 2262x’ f///(x) — 8€2x — 2362x’

und offenbar wird bei jeder weiteren Ableitung der Exponent der 2 um 1
erhoht, wihrend sich an e** nichts dndert. Damit folgt:

f(")(x) =2". ¥,

7.10  Untersuchen Sie mit Hilfe der ersten Ableitung, auf welchen Teilmengen
von R die folgenden Funktionen monoton wachsend bzw. monoton fallend sind.

(i) f(x)=2x" —9x* + 12x + 17;
(i) f(x) =x-e*.

Losung Solange man die Differentialrechnung nicht zur Verfiigung hat, ist die
Frage nach den Monotoniebereichen einer Funktion in aller Regel schwer zu
beantworten. Um festzustellen, auf welchen Teilmengen des Definitionsbereiches
eine Funktion f beispielsweise monoton steigend ist, mufl man iiberpriifen, fiir
welche Bereiche aus x; < x, immer f(x;) < f(x,) folgt. Wenn die Funktion nicht
mehr ganz so einfach ist, dann kann das eine recht komplizierte Aufgabe sein,
und oft genug kommen dabei Ausdriicke vor, denen man einigermaflen hilflos
gegeniiber steht. Das Ganze wird deutlich einfacher, sobald man die Methoden
der Differentialrechnung verwendet. Ist I irgendein Intervall und f : I — R
eine differenzierbare Funktion, so gilt beispielsweise genau dann f'(x) > 0 fiir
alle x € I, wenn f auf I monoton steigend ist, und auf analoge Weise kann
man das monotone Fallen mit f'(x) < 0 charakterisieren. Und auch die strenge
Monotonie kann man mit Hilfe von Ableitungen beschreiben, wobei allerdings
keine ,genau dann, wenn“-Beziehung mehr besteht: aus f’(x) > O fiir alle x € I
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folgt, dal f auf I streng monoton steigt, und aus f'(x) < 0 fiir alle x € I folgt,

daf} f auf I streng monoton fallt.

(i) Nun ist die Funktion f(x) = 2x* — 9x* + 12x + 17 auf Monotonie zu unter-
suchen. Dazu bestimme ich zuerst die erste Ableitung von f. Es gilt:

f/(x) = 6x* — 18x + 12.

Die Monotonie von f hidngt vom Vorzeichenverhalten der ersten Ableitung
f' ab, und ich mufl daher feststellen, wann f’(x) > 0 bzw. f'(x) < 0 gilt.
Natiirlich ist

6x?—18x+12>0< x> —3x+2 > 0,

denn ich kann die erste Ungleichung auf beiden Seiten durch 6 teilen. Die
entsprechende Gleichung x> — 3x + 2 = 0 hat die Lésungen

3, 3 \/T 3,
X12 == = -+ -
279 \/ —2 2t

Also ist x; = 1 und x, = 2. Nun ging es aber gar nicht um die Gleichung,
sondern um die Ungleichung x> — 3x + 2 > 0. Wenn Sie sich einmal die
Parabel y = x% — 3x + 2 vorstellen, dann handelt es sich um eine nach oben
gedffnete Parabel, die die x-Achse in den beiden Punkten x; = 1 und x, = 2
schneidet. Rechts von x, und links von x; liegt diese Parabel oberhalb der
x-Achse, und das bedeutet:

x}—3x4+2>0< x <1 oder x > 2.

Mit anderen Worten: die erste Ableitung f'(x) ist genau dann grofler als
Null, wenn x < 1 oder wenn x > 2 gilt. Und da die Parabel y = x*> — 3x + 2
zwischen ihren beiden Nullstellen natiirlich negative Werte liefert, gilt auch:

flx) <0 1l<x<2.

Folglich ist f auf dem Intervall (1,2) streng monoton fallend. Auflerdem
ist f auf den Intervallen (—oo, 1) und (2, co) streng monoton steigend. Da
die Hinzunahme eines einzigen Punktes am Rand des jeweiligen Intervalls
nichts am Monotonieverhalten dndern kann, sofern die Funktion stetig ist,
gilt: f ist streng monoton fallend auf [1, 2] und streng monoton steigend auf
den Intervallen (—o0, 1] und [2, 00).

(ii) Die Funktion f(x) = x-e* gehe ich nach der gleichen Methode an. Nach der
Produktregel gilt:

fl(x) = +e-x=e"(l+x).

Nun ist aber ein Produkt genau dann positiv, wenn entweder beide Faktoren
positiv oder beide Faktoren negativ sind. Hier kann nur der der erste Fall
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eintreten, denn e* ist schon von alleine immer positiv, und somit gilt:
Fl+x)>0&14+x>08 x> —1,
also
f'(x) > 0<% x> —1 und genauso f'(x) <0 & x < —1.

Die Funktion f ist also streng monoton steigend auf dem Intervall (—1, c0)
und streng monoton fallend auf dem Intervall (—oco, —1). Und wieder gilt:
das Verhalten der stetigen Funktion f im Randpunkt —1 kann die Mono-
tonieeigenschaft nicht mehr beeinflussen, und daraus folgt: f ist also streng
monoton steigend auf dem Intervall [—1, co) und streng monoton fallend
auf dem Intervall (—o0, —1].

7.11 Man definiere g : [0, 1] — R durch

gx) = /x- (1 —x).

Bestimmen Sie alle Minima und Maxima von g auf [0, 1].
Hinweis: g hat mehr als eine Extremstelle.

Losung Der Hinweis wirkt auf den ersten Blick eher verwirrend als hilfreich,
denn warum sollte man sich schon am Anfang einer Aufgabe dafiir interes-
sieren, wieviele Extremstellen am Ende herauskommen werden, da man doch
die iiblichen Methoden der Differentialrechnung zur Verfiigung hat? Behalten
Sie den Hinweis fiir den Anfang einfach im Gedichtnis und gehen Sie ganz
nach dem Standardverfahren zur Bestimmung von Extremwerten vor. Hat man
eine Funktion g gegeben, so berechnet man zuerst die Nullstellen der ersten
Ableitung g’(x). Mit diesen Nullstellen geht man dann in die zweite Ableitung
g"(x) und testet, ob sich fiir die zweite Ableitung ein positives oder eine ne-
gatives Resultat ergibt, wenn man die Nullstellen der ersten Ableitung dort der
Reihe nach einsetzt. Bei positiver zweiter Ableitung liegt ein lokales Minimum
vor, bei negativer zweiter Ableitung ein lokales Maximum. Die Nullstellen der
ersten Ableitung sind also keineswegs gesicherte Extremwerte, sondern nur Ex-
tremwertkandidaten, die durch Einsetzen in die zweite Ableitung noch getestet
werden miissen.

In dieser Aufgabe habe ich die Funktion g : [0,1] — R, definiert durch
g(x) = +/x - (1 — x). Die erste Ableitung berechne ich nach der Kettenregel, und
multipliziere dazu der Einfachheit halber die Klammern innerhalb der Wur-
zel aus. Es gilt also g(x) = v/x — x2, und das heiflt, daf} die innere Funktion
v(x) = x—x? lautet, wihrend die duflere Funktion die Wurzelfunktion ist. Wegen
(ﬁ)/ = ﬁ folgt dann mit der Kettenregel:

') = (1 — 2%) 1 _ 1—2x
g0 = Wrx—x2 2Wx—x2
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Da ich schon dabei bin, berechne ich auch gleich die zweite Ableitung g”(x) mit
Hilfe der Quotientenregel. Den Faktor 2 im Nenner ziehe ich dabei als Faktor 3
vor den gesamten Bruch und erhalte damit:

, 1 —2Vx—x?—(1-2x) (x/x—x2>/
gx) = 5 mz

| a2 (Vie 2 )

2 x — x2

)

denn das Quadrieren einer Wurzel liefert den Wurzelinhalt. Was mir hier noch
fehlt, ist die Ableitung von ~/x — x2, aber die hatte ich ja mit g’(x) gerade eben
ausgerechnet. Somit folgt:

—2Vx—x2— (1 —2x) (M)/

1
1"
xX) = —
g™ 2 x — x2
_ N2 _ 1-2x
:1' 2V x — x (1 2x)2m
2 x — x2
S x — 2 (12
:1. 24/x — x W)
2 x — x2 ’

Nun kénnte man diesen Ausdruck noch ein Stiick weit vereinfachen, indem man
mit dem Term 2+/x — x? erweitert und damit den Bruch im Zahler los wird,
aber die zweite Ableitung soll hier eigentlich nur dazu dienen, die Nullstellen
der ersten Ableitung einzusetzen und dann das Vorzeichen zu {iberpriifen. Es ist
oft einfacher, sich die Miihe des weiteren formalen Rechnens zu sparen und sich
dann spidter etwas mehr Miithe mit dem konkreten Zahlenrechnen zu machen
als umgekehrt. Sollten dabei spdter noch Probleme auftauchen, kann man die
Formel schliellich immer noch vereinfachen.

Die Berechnung der Ableitungen stellt aber nur die Vorarbeit dar, denn ich
suche nach den Extremwerten der Funktion. Nullsetzen der ersten Ableitung
fithrt zu:

, 1—2x 1
g =06 ——=0&1-2x=0&x=_,
24/ x — x2 2

denn ein Bruch kann nur dann den Wert Null annehmen, wenn sein Zihler Null
wird. Die einzige Nullstelle von g’ ist also x = 1, und diese Nullstelle muf§ ich
in die zweite Ableitung einsetzen. Fiir x =  ist aber 1 —2x = 0 und x —x* = 1.
Damit folgt:

2

2. /1
g//(1>=;~ \/;<0.

1
4
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Vergessen Sie nicht, dafy mir der tatsdchliche Wert der zweiten Ableitung egal
sein kann: ich brauche nur ihr Vorzeichen, und offenbar ist g” (1) negativ. Damit
liegt bei xp = % ein lokales Maximum vor.

Das ist der richtige Zeitpunkt, um sich an den in der Aufgabe gegebenen Hin-
weis zu erinnern: es hief§ dort, dafl die Funktion mehr als eine Extremstelle hat.
Ich habe aber nur eine Extremstelle ausgerechnet, und mehr gab die Differential-
rechnung nicht her, da g’(x) nur eine Nullstelle hatte. Die Differentialrechnung
hat aber auch ihre Tiicken. Der Satz, daf jede Extremstelle von g eine Nullstelle
der ersten Ableitung sein muf, gilt ndmlich nur dann, wenn sich die Extremstelle
nicht am Rand des betrachteten Definitionsintervalls befindet. In diesem Beispiel
heif$t das, dafl ich zwar mit x, = % jede Extremstelle im offenen Intervall (0, 1)
erwischt habe, aber ich weiff noch nichts iiber die beiden Randpunkte 0 und 1.
Die Differentialrechnung liefert nur Informationen iiber die Extremstellen, die
im Inneren des Intervalls liegen; {iber die Randpunkte sagt sie rein gar nichts.
Und genau daran héngt es. Fiir 0 < x < 1 ist natiirlich x - (1 — x) > 0, sonst
konnte ich die Wurzel gar nicht ausrechnen, und es gilt g(x) > 0. Nun ist aber
g(0) = g(1) = 0, wie Sie leicht durch Einsetzen feststellen konnen. Daher gibt
es keine Funktionswerte, die kleiner sind als g(0) bzw. g(1), und daraus folgt,
dafl sowohl bei x; = 0 als auch bei x, = 1 ein globales Minimum der Funktion
g vorliegt. Es gibt also in Wahrheit drei Extremstellen von g: ein Maximum bei
1 und jeweils ein Minimum bei 0 und bei 1.

Wie das bildlich aussieht, konnen Sie sich in Abbildung 7.1 ansehen.

7.12  Ein Zylinder mit Boden und Deckel soll bei einem gegebenen Material-
verbrauch F = 10 ein mdglichst grofles Volumen umschliefen. Berechnen Sie
den optimalen Radius r und die optimale Hohe h sowie das daraus resultierende
Volumen.

Losung In Abbildung 7.2 ist ein Zylinder mit der Héhe 4 und dem Radius r
aufgezeichnet.

Gegeben ist der Materialverbrauch beim Erstellen des Zylinders, und das
bedeutet, dafi ich die Oberfliche des Zylinders kenne: die gesamte Oberflache

0.5
0.4]
03
0.24

0.14

ob 02 04 06 08 7 Bild 7.1 g(x) = Vx-(1-x)

x auf dem Intervall [0, 1]
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\_'/ Bild 7.2. Zylinder mit Radius  und Héhe h

einschliefllich Boden und Deckel soll 10 Flidcheneinheiten betragen. Bei die-
sem gegebenen Materialverbrauch sollen Radius und Héhe so eingestellt werden,
dafl das Volumen des Zylinders so grofl wie moglich wird. Hier liegt also eine
Optimierungsaufgabe mit einer Nebenbedingung vor, denn ich soll das Volu-
men des Zylinders unter der Bedingung optimieren, dafl seine Flidche genau 10
Flacheneinheiten betrdgt.

Um diese Aufgabe zu 16sen, mufl man sich erst einmal die Formeln fiir das
Volumen und die Oberfliche eines Zylinders verschaffen. Das Volumen V stellt
kein Problem dar, denn bekanntlich gilt:

V = Grundfliche - Héhe = 7r?h.

Etwas komplizierter sieht es bei der Oberfliche aus, die offenbar aus drei Tei-
len besteht: der Bodenfliche, der Deckelfliche und dem Mantel. Boden- und
Deckelfliche haben aber den gleichen Inhalt, ndmlich 7r*>. Und der Mantel ist
nur ein verkapptes Rechteck, denn wenn Sie sich vorstellen, dafl Sie die Man-
telfliche einmal aufrollen, dann ergibt sich ein Rechteck mit der Hohe 4 und
einer Grundseite, deren Lange genau dem Umfang des Kreises mit Radius r ent-
spricht, also 27rr. Die Mantelfldche betrégt also 277rh, und damit ergibt sich eine
Gesamtoberfliche des Zylinders von

0 = 27r* + 2arh.

Da ich aber die Gesamtoberfliche als Vorgabe fiir den Materialverbrauch bereits
kenne, folgt daraus:

10 = 277 4 27rrh.

In der Form V = 7rr?h kann ich das Volumen sicher nicht maximieren, weil hier
noch zwei Variablen r und h vorkommen und ich die Extremwertberechnung zur
Zeit nur mit einer Variablen vornehmen kann. Das macht aber nichts. Die Neben-
bedingung 10 = 277> + 27rrh stellt nimlich eine wichtige Information iiber die
beiden Variablen r und h bereit: ich kann die Nebenbedingungsgleichung nach
einer der beiden Variablen auflésen und das Resultat in meine Volumenfunktion
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V einsetzen. Nach welcher Variable Sie auflésen wollen, bleibt im Prinzip Ihnen
iiberlassen; allerdings entscheidet man sich normalerweise fiir die Variable, bei
der die Auflosung leichter durchzufiihren ist. In diesem Fall ist das die Varia-
ble h, da sie im Gegensatz zu r nur in ihrer reinsten Form und ohne Quadrate
vorkommt. Auflésen nach h ergibt:

10 27r? 5
2arh = 10 — 2777, also h= — — = - —r
27r 2mr Tr

Das setze ich in die Volumenfunktion V ein, die somit nur noch vom Radius r
abhéngt. Es gilt nun:

V(r) = wr*h = wr? (5 — r) =57 — 7.
Y
Sobald man so weit ist, kann man die iibliche Maschinerie zur Anwendung
bringen: Ableitungen ausrechnen, erste Ableitung Null setzen und mit Hilfe der
zweiten Ableitung testen, ob auch alles in Ordnung ist. Dafl die Variable hier r
heifit, sollte dabei nicht weiter storen. Es gilt:

V'(r) =5—37r* und V' (r) = —6mr.

Nun muf} ich die Nullstellen der ersten Ableitung ausrechnen. Das ergibt:

) 5 5 5
5-3nmr=0&r"=—<r=4/—.
37 37
Dabei kann ich mich gleich auf die positive Wurzel beschrénken, denn der Radius
eines Zylinders kann kaum negativ werden. Ich habe also nur einen Kandidaten
fiir den optimalen Radius, ndmlich r = / % Um zu testen, ob er auch wirklich

zu einem Maximum fiihrt, ziehe ich die zweite Ableitung von V heran und setze
dort diesen Radius ein. Dann gilt:

. 5 _ 5
w T

und damit liegt fiir r = \/g tatsdchlich ein Maximum vor.

Gefragt ist aber nicht nur nach dem optimalen Radius, sondern auch nach
der optimalen Hoéhe und dem zugehdrigen Volumen. Das ist nun kein Fall mehr
fiir die Differentialrechnung, sondern eine Ubung im schlichten Formelrechnen.
Aus der Nebenbedingung weifl ich, dafl h = > — r gilt, und inzwischen kenne
ich auch r. Damit folgt:
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Das sieht eher entmutigend aus, aber man kann es noch deutlich vereinfachen.
Fiir den ersten Bruch gilt ndmlich:

SRR

Dabei habe ich zuerst den Vorfaktor 77 aus dem Nenner in den Zahler gezogen
und mufite dafiir den Preis bezahlen, daf} jetzt der Zéhler selbst ein Bruch mit
dem Nenner 7 ist. Dann habe ich den Zahler durch 3 geteilt und diese Operation
mit der 3 vor dem ganzen Bruch wieder ausgeglichen, denn 3 - 2 = 5. Und
schliellich habe ich ausgenutzt, daff immer % = /x gilt, denn der Zihler
meines manipulierten Bruchs war genau der Wurzelinhalt aus dem Nenner. Ins-
gesamt gilt nun:

5 /5 /5 5 5
5 3 3 37 37
a - 37

Die optimale Hohe ist also gleich dem doppelten optimalen Radius bzw. gleich
dem optimalen Durchmesser. Anschaulich gesprochen: der Zylinder mit maxi-
malem Volumen ist so hoch wie breit. Sein Volumen betrdgt dann:

) 5 5 10 5
V=arh=mm — 2 4/ — = — -/ —.
37 3 3 37

7.13 Gegeben sei die Kurve y = x> — 3x + 3. Welcher Punkt (x, y) auf dieser
Kurve hat den geringsten Abstand zum Nullpunkt?

Losung In Abbildung 7.3 sehen Sie die Kurve y = x* — 3x + 3. Ich habe auch
gleich noch die Strecke zum optimalen Punkt eingezeichnet, aber den werden
wir jetzt erst einmal ausrechnen.

Ist (x, y) irgendein Punkt auf der Ebene, so hat er nach dem Satz des Py-
thagoras zum Nullpunkt den Abstand /x? + y2. Nun kenne ich aber fiir die
Kurvenpunkte einen Zusammenhang zwischen x und y: sobald (x, y) auf der
Kurve liegt, mul y = x*> — 3x + 3 gelten. Folglich hat ein Kurvenpunkt fiir
gegebenes x zum Nullpunkt den Abstand:

Va2 + (2 —3x+3)2 = /x> 4+ x* —6x> + 15x2 — 18x + 9
= Vx* —6x3 + 16x2 — 18x + 9.

Besonders schon sieht das nicht aus. Jetzt mufd ich aber den x-Wert herausfin-
den, der den minimalen Abstand zum Nullpunkt verbiirgt, und das heifit, dafl
ich diesen Ausdruck auch noch zweimal ableiten muf3, um die iibliche Prozedur
zu starten. Das ist zwar kein prinzipielles Problem, aber da hier Wurzeln vor-
kommen, wire vor allem die Berechung der zweiten Ableitung mit etwas Miihe
verbunden. Man kann sich das Leben allerdings etwas leichter machen und auf
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A4+

y2r

Bild 7.3. Funktionskurve
% y=x*—3x+3

die Wurzel verzichten. Wenn ndmlich ein Kurvenpunkt unter allen moglichen
Kurvenpunkten den geringsten Abstand zum Nullpunkt hat, dann wird auch
sein quadrierter Abstand kleiner sein als alle anderen quadrierten Abstidnde, da
das Quadrieren positiver Zahlen die Groflenrelationen erhdlt. Und umgekehrt:
hat man einen Punkt, dessen quadrierter Abstand zum Nullpunkt das Minimum
aller moglichen quadrierten Abstdnde ist, dann hat er auch ohne Quadrierung
den geringstmdoglichen Abstand zum Nullpunkt, weil auch das Wurzelziehen die
Groflenrelationen nicht verdndert. Mit einem Wort: an Stelle des Abstandes selbst
kann ich auch den quadrierten Abstand minimieren und werde trotzdem den
richtigen Punkt finden. Beim Quadrieren der Abstandsfunktion geht aber genau
die ldstige Wurzel verloren, und das bedeutet, dafl ich einfach nur das Minimum
der Funktion

q(x) = xt —6x> + 16x* — 18x+ 9

ausrechnen muf3, wobei das g fiir den quadrierten Abstand steht.
Ab jetzt geht alles wie gewohnt. Ich berechne die ersten beiden Ableitungen
von ¢q und erhalte:

q'(x) = 4x> — 18x* + 32x — 18 und q"(x) = 12x* — 36x + 32.

Nun muf ich die Nullstellen von g’ herausfinden, und das ist insofern etwas
unangenehm, als g ein Polynom dritten Grades ist, das man nicht mehr so
einfach angehen kann wie ein quadratisches Polynom. Hier hilft erst einmal
nur probieren. Der einfachste Testwert ist natiirlich x = 0, aber es gilt q'(0) =
—18 # 0. Der nichsteinfache Testwert ist x = 1, uns es gilt g'(1) = 4 — 18 +
32 — 18 = 0. Damit ist schon eine Nullstelle der ersten Ableitung gefunden,
ndmlich x, = 1. Das Polynom ¢'(x) = 4x®> — 18x* + 32x — 18 muf also den
Linearfaktor x —1 enthalten, und diesen Linearfaktor kann ich jetzt mit Hilfe des
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Horner-Schemas, das ich im fiinften Kapitel besprochen habe, oder auch durch
Polynomdivision abdividieren. Ich entscheide mich fiir das Horner-Schema, das
dann folgendermaflen lautet:

4 —18 32 —18
+ + +
xo = 1 4 —14 18

4 —-14 18 O

Wie beim Horner-Schema {iblich, ergeben die ersten drei Eintrdge der dritten
Zeile die Koeffizienten des Restpolynoms. Es gilt also:

qd(x) = (x—1)- (4x* — 14x + 18).

Die fehlenden Nullstellen von q' sind daher die Nullstellen des quadratischen
Polynoms 4x* — 14x + 18. Nun gilt:

2 _ Z_Z 2_
4 — Ux +18 =04 2" = Jx+ 2 =0.

Die letzte Gleichung kann ich aber mit Hilfe der p, g-Formel 16sen. Es gilt:

7 4
71, ® 5 7, [

4 16 2 4 16
Da der Wurzelinhalt negativ ist, hat diese Gleichung keine reellen Lésungen, und
deshalb hat ¢’ nur die reelle Nullstelle x, = 1. Mit dieser Nullstelle gehe ich jetzt
in die zweite Ableitung g”. Es gilt:

q'(1) =12—-364+32=8> 0.

Daher liegt bei x, = 0 tatsdchlich ein Minimum vor. Der zugehorige y-Wert auf
der Kurve y = x> — 3x + 3 lautet yo = 1 — 3+ 3 = 1. Damit ist (xo, y9) = (1, 1)
der Punkt auf der Kurve y = x> — 3x + 3, der zum Nullpunkt den geringsten
Abstand hat.

7.14 Fihren Sie an der Funktion

X +8x+7

fx) —

eine Kurvendiskussion durch.

Losung Eine Kurvendiskussion ist ein miihseliges Geschift, da es eine grofle
Anzahl von Aufgaben gibt, die erledigt werden miissen. Im folgenden werde ich
am Beispiel der gegebenen Funktion f die einzelnen Punkte durchrechnen. Ziel
der ganzen Angelegenheit ist es, geniigend Informationen zusammen zu tragen,
um iiber den Kurvenverlauf Bescheid zu wissen und ein Schaubild der Funktion
zu erstellen.
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(i)

(iii)

(iv)

Differentialrechnung

Ich beginne mit dem Definitionsbereich. Man findet den Definitionsbereich
einer rationalen Funktion, indem man die Nullstellen des Nenners aus-
schlief3t, weil man durch Null nicht teilen kann. Da offenbar genau dann x—
1 = 0 gilt, wenn x = 1 ist, erhalten wir den maximalen Definitionsbereich

D = R\{1}.

Anschlieflend suche ich nach den Nullstellen von f. Das ist aber nicht
schwer, denn ein Bruch ist genau dann gleich Null, wenn sein Zahler gleich
Null ist und der Nenner an dieser Stelle zeigt, daf} der Punkt zum Defini-
tionsbereich gehort. Die Gleichung

X +8x4+7=0
l6se ich mit der p, g-Formel und erhalte:

x1,2=—4:l:\/16— :—4:{:«/6:—4:&3

Damit ist x; = —7 und x, = —1. Da der Nennerwert sowohl fiir x; = —7
als auch fiir x, = —1 von Null verschieden ist, habe ich mit —7 und —1
die beiden Nullstellen von f gefunden.

Zum Feststellen der Pole muf ich alle Definitionsliicken untersuchen.
Gliicklicherweise gibt es hier nur eine Liicke, ndmlich x, = 1. Die Frage ist
nun, ob die Funktion f bei Anndherung an x, = 1 gegen Unendlich geht.
Das Verhalten von f hingt stark davon ab, ob man sich der 1 von links
oder von rechts ndhert. In beiden Fillen wird der Zihlerwert 16 und der
Nennerwert 0 sein, und da das Teilen von Zahlen, die sich in der Nahe der
16 aufhalten, durch sehr kleine Zahlen zu sehr groflen Ergebnissen fiihrt,
ist die Tendenz gegen Unendlich tatsdchlich gegeben. Um das richtige Vor-
zeichen zu finden, sehen Sie einmal genau hin, wie sich Zdhler und Nenner
verhalten, wenn man von links oder von rechts an x; = 1 herankommt.
Fiir x < 1, aber x in der Nihe von 1, ist x> +8x +7 > 0, aber x — 1 < 0.
Deshalb ist in diesem Fall f(x) < 0, und daraus folgt

. X +8x+7
lim — =

x—1,x<1 x—1

Fiir x > 1, aber x in der Nihe von 1, ist immer noch x? 4+ 8x+7 > 0, aber
jetzt wird x — 1 > 0. Deshalb ist in diesem Fall f(x) > 0, und daraus folgt

. x>+ 8x+7
lim =———° —

x—1,x>1 x—1

Der Wert xo = 1 ist demnach ein Pol von f, bei dem im Grenziibergang
sowohl —oo als auch +oo erreicht werden.

Das Berechnen der Ableitungen ist oft das Lastigste an der ganzen Kur-
vendiskussion. Ich rechne im folgenden die ersten drei Ableitungen von
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f ohne jeden weiteren Kommentar aus. Es handelt sich dabei jeweils um
Standardanwendungsfille der Quotientenregel.
Fiir die Ableitungen gilt:

2x+8) -(x—1)—1-(x*+8x+7)

fx) =

(x —1)%
2P —2x+8x—8—x*—8x—7
B (x—1)?
_ x2—2x—15
o (x=1)2

Die zweite Ableitung ist wie immer die Ableitung der ersten Ableitung.
Damit folgt:

2x—=2)-(x—1)?—=2-(x—1)- (x> —2x — 15)

f//(x) —

(x—1)*
 (2x—2)-(x—1)—2-(x* —2x—15)
B (x—1)°
_2x% —2x—2x+2—2x*+4x+30
- (x—1)°
R
(=1

Das erleichtert das weitere Rechnen, denn ich kann die zweite Ableitung
auch als

fl(x)=32-(x—1)"°

schreiben, und damit erweist sich die dritte Ableitung als ein einfacher Fall
fiir die Kettenregel. Es gilt ndmlich:

—96
(x —D*

f(x)=32-(=3)-(x—1)"*=

Damit sind die Vorarbeiten zur Bestimmung der Extremwerte erledigt.
Zur Berechnung der Extremstellen suche ich nach den Nullstellen von f.
Es gilt

, x?—2x—15
s xP—2x—15=0
&S x=1%£+/1+4+15
&S x=1+4

& x = —3 oder x = 5,

wobei ich die unterwegs auftretende quadratische Gleichung wie {iblich mit
Hilfe der p, g-Formel gelst habe. Kandidaten fiir Extremwerte sind also
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x3 = —3 und x4, = 5. Ich mufl dazu bemerken, dafl ich hier nicht die
iibliche Bezeichungsweise x; und x, verwenden kann, weil diese Namen
schon fiir die Nullstellen von f belegt sind. Um nun herauszufinden, ob
sie auch wirklich als Extremwerte bezeichnet werden diirfen oder nur so
tun, als wéren sie extrem, mufl ich beide Werte in die zweite Ableitung
einsetzen. Es folgt dann:

ey =2 32 _ 1
=Gy =ma 270
und
meey 2 32 _ 1
f(5)_(5—1)3_64_2>0'
Folglich liegt bei x3 = —3 ein lokales Maximum und bei x, = 5 ein lokales

Minimum vor. Die entsprechenden Funktionswerte lauten

9-24+7

fnr = 22T gy = BHOET

4

18.

Die Berechnung der Wendepunkte ist in diesem Fall besonders einfach, da
es keine gibt. Bedingung fiir einen Wendepunkt ist das Verschwinden der
zweiten Ableitung, und es gilt:

"(x)=0<% ;=04632=0,

(x—1)

und das ist nun wirklich nicht zu erwarten. Da natiirlich 32 von 0 ver-
schieden ist, hat die zweite Ableitung keine Nullstellen und deshalb die
Funktion auch keine Wendepunkte. Daran konnen Sie sehen, daf} es nichts
schadet, mit der Berechnung der dritten Ableitung ein wenig zu warten,
weil es durchaus passieren kann, dafl man sie iiberhaupt nicht braucht:
wenn man die Extremwerte schon mit Hilfe der zweiten Ableitung feststel-
len kann und diese zweite Ableitung dann auch keine Nullstellen hat, ist
die Berechnung der dritten Ableitung schlicht unnétig.

Ein wesentlicher Punkt der Kurvendiskussion ist das sogenannte asym-
ptotische Verhalten. Bei der Zeichnung des Schaubildes ist es eine unver-
zichtbare Informationsquelle, zu wissen, ob sich die Funktion f fiir grofle
x-Werte tendenziell einer einfacheren Funktion wie zum Beispiel einem Po-
lynom angleichen wird. Das iibliche Hilfsmittel zum Herausfinden dieser
einfacheren Funktion ist die Polynomdivision. Ich werde sie jetzt fiir die
Funktion f(x) = % vorfithren und danach noch ein paar Worte dazu
sagen. Ein Bruch ist nichts weiter als ein Quotient, und deshalb kann ich
die Funktion f(x) auch darstellen, indem ich den Zahler wie bei Zahlen
auch durch den Nenner dividiere. Die Prozedur ist dabei die gleiche wie
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beim Teilen von Zahlen.

F+8+7):x -1 =x+9+

x—1
x> — x
9x + 7
9% — 9

16

Hier ist nichts Besonderes passiert. Ich habe zuerst die hochste Potenz des
Zdhlers durch die hochste Potenz des Nenners geteilt, das ergab "72 = x.
Anschlieflend mufite ich wie beim gew6hnlichen Dividieren den gesamten
Nenner mit dem Ergebnis x multiplizieren und bekam x*> — x heraus. Wie
iiblich schreibe ich diesen Term unter den Zihler und ziehe ihn vom ent-
sprechenden Zéhlerterm x% + 8x ab. Damit bekomme ich 9x, und wieder
mache ich dasselbe wie beim Dividieren von Zahlen: ich hole die néchste
Stelle herunter und schreibe sie einfach dazu. Damit erhalte ich den Term
9x + 7, mit dem ich genauso verfahre wie vorher mit dem urspriinglichen
Zahler. Ich muf} also 9x durch x teilen, wobei ich das Ergebnis 9 erhalte.
Anschlieflend wird wieder der Nenner mit diesem Ergebnis multipliziert,
was zu 9x — 9 fiihrt. Sie sehen, wo 9x —9 steht, ndmlich genau unter 9x+7,
und die Subtraktion beider Terme ergibt 16.

Ich gehe also genauso vor wie beim Dividieren natiirlicher Zahlen, nur daf§
hier nicht ausschliellich Zahlen, sondern eben Polynome auftauchen. Das
Ergebnis der Division ist

(x> 4+8x+7):(x—1) =x+9 Rest 16.

Der Rest 16 bedeutet aber nur, daff beim Dividieren von 16 durch den
Nenner x — 1 nichts Besseres herauskommt als ein schlichtes %, und

genau das habe ich oben aufgeschrieben. Im Endergebnis finden Sie also

16
(x2+8x+7):(x—1):x+9+—1.
x_

Das war nun ein etwas ldngliche Erkldrung zur Polynomdivision, ohne die
man bei der Untersuchung des asymptotischen Verhaltens nicht auskommt.
Wir wissen nun, daf

x* 4+ 8x+7 16
= " == 9 —_—
f@) x—1 Xt x—1
gilt. Fiir betragsmiflig sehr grofle x-Werte, das heifit fir x — oo oder
x — —o0, wird aber der Ausdruck % beliebig klein. Genauer ausgedriickt
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bedeutet das:

. 16 . 16
lim = lim =0
X—=>00 X — x——00 X — 1

Mit anderen Worten: fiir sehr grofies x kann man den Term & ver-
nachldssigen, da er ohnehin anndhernd Null ist. Das asymptotische Ver-

halten von f 1df3t sich also beschreiben durch
f(x) =~ x+9 fir x - +o0.

Sie werden gleich beim Zeichnen sehen, daff man mit diesem Ergebnis
etwas anfangen kann.

(viii) Nun sollte man den Wertebereich der Funktion f bestimmen. Es ist oft

sinnvoll und auch in diesem Beispiel machbar, die konkrete Bestimmung
des Wertebereichs auf das Ende zu verschieben, das heifdt auf den Zeit-
punkt, an dem man den Funktionsgraphen erstellt, weil sich dann hiufig
der Wertebereich von alleine ergibt. Man kann es aber auch zu Fufl ma-
chen, genauso wie ich es bei Aufgabe 5.1 vorgefiihrt habe. Eine kleine
Wiederholung kann hier nicht schaden.

Fiir eine reelle Zahl y aus dem Wertebereich von f muf es ein x geben,
so dafl die Gleichung

x>+ 8x+7
x—1

erfiillt ist, und das heiflt, dal diese Gleichung nach x auflésbar sein mufi.
Multiplizieren mit dem Nenner ergibt:

y(x—1) = x? 4+ 8x + 7 also x2+8x—yx+7+y:0,
Fiir ein y aus dem Wertebereich muf} also die Gleichung
x2+(8—y)x+7+y=0

eine Losung x haben. Geht man diese quadratische Gleichung mit der p, g-
Formel an, so ergibt sich:

8—y \/(S—y)z
= — + —7—.
x)’l,z 2 4 )’

Damit diese Gleichung iiberhaupt losbar sein kann, darf in der Wurzel
nichts Negatives stehen, das heifit: fiir jedes y aus dem Wertebereich mufl

8—y)?

—7-y>0
4 y=
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sein. Multiplizieren mit 4 ergibt:
(8—y)>—28—4y >0, also 64 — 16y + y* — 28 —4y > 0,
und damit
y* —20y +36 > 0.
Nun kann man wieder mit der p, g-Formel feststellen, daf3
Y =20y +36=(y—2)(y—18)

gilt, und dieses Produkt ist genau dann gréler oder gleich Null, wenn y >
18 oder y < 2 gilt. Damit habe ich herausgefunden, dafl der Wertebereich
f(D) von f aus den Zahlen y besteht, fiir die gilt: y > 18 oder y < 2. In
Formeln:

f(D) = (—o00,2] U[18, 00).

Fiir die Bestimmung von Symmetrien gilt im Prinzip dasselbe wie fiir den
Wertebereich: man kann zuerst die Funktion zeichnen und dann eventuell
vorhandene Symmetrien an der Zeichnung ablesen. Manchmal kann man
auch die Symmetrie direkt an der definierenden Formel fiir die Funktion
erkennen, aber das ist hier nicht der Fall.

Zum Aufmalen des Funktionsgraphen brauche ich nur noch die Informa-
tionen zusammenzutragen. Man zeichnet am besten zuerst die Asymptoten
ein. Fiir x — o0 ist das die Gerade y = x4+ 9, und fiir x — 1 néhert
sich die Funktion von rechts 400 und von links —oo, wird sich also von
verschiedenen Seiten der senkrechten Geraden x = 1 anschmiegen. Ihre
Nullstellen liegt bei x; = —7 und x, = —1, im Punkt (—3,2) hat sie ein
lokales Maximum, im Punkt (5, 18) ein lokales Minimum. Sie muf} also
zwei Zweige haben. Der erste Zweig kommt von links aus der Tiefe von
—oo und wird dabei begleitet von der Geraden y = x + 9. Bei x = —3
dreht er sich wieder nach unten, um fiir x — 1 in die negative Unendlich-
keit zu verschwinden. Der zweite Zweig kommt entlang der senkrechten
Geraden x = 1 aus der positiven Unendlichkeit nach unten, bis er x = 5
erreicht hat und dann wieder entlang der Geraden y = x + 9 gegen oo zu
verschwinden. Insgesamt hat f also das Schaubild aus Abbildung 7.4, in
der auch die Gerade y = x + 9 eingetragen ist.

Daran konnen Sie auch sofort den Wertebereich ablesen. Die Funktion
erwischt alle reellen Zahlen bis auf die Zahlen zwischen 2 und 18. Folglich
ist

f(D) =R\(2, 18) = (—o00,2] U[18, 00).

Auch eine Symmetrie ist jetzt erkennbar, denn offenbar ist der Funktions-
graph punktsymmetrisch zum Punkt (1, 10).
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Bild 7.4. Funktionskurve von f(x) = o 48xt7

x—1

7.15 Gegeben sei die Gleichung
e —x—5=0.

Losen Sie diese Gleichung mit Hilfe des Newton-Verfahrens. Geben Sie dabei an,
wie grof8 fiir die Startwerte xo = —1 bzw. xo = 1 der Wert n sein mufi, damit x,
und x,; sich frithestens in der sechsten Stelle nach dem Komma unterscheiden.
Geben Sie jeweils x, und e* — x, — 5 an.

Losung Das Newton-Verfahren ist eine recht einfache Methode, um Nullstellen
einer differenzierbaren Funktion auszurechnen. Sie beruht auf dem Prinzip der
Iteration, und das heifdt: man startet mit einer ersten Ndherung xo, berechnet aus
ihr eine hoffentlich bessere Ndherung x,, daraus wieder eine hoffentlich noch
bessere Ndherung x, und so weiter. Fiir jedes n € Ny bestimmt man also aus der
bereits erreichten Ndherung x, eine weitere Ndherung x,,; und erhélt so eine
ganze Folge reeller Zahlen, die unter giinstigen Umstédnden gegen eine Nullstelle
der gegebenen Funktion konvergieren. Die Vorschrift des Newton-Verfahrens zur
Bestimmung von x,4; aus x, lautet:

S
f'Cxn)

Beim praktischen Rechnen muf} man natiirlich irgendwann mit der Arbeit auftho-
ren. Also einigt man sich auf irgendein Kriterium, das es erlaubt, den Rechen-
vorgang abzubrechen. Beliebt ist dabei die auch in dieser Aufgabe verwendete
Methode: man hért dann auf, wenn sich beim Weiterrechnen bis hin zu einer be-
stimmten Stelle nach dem Komma nichts mehr veriandert, weil man dann davon
ausgeht, dafl die erreichte Losung schon mit einer gegebenen und gewiinschten
Genauigkeit mit der gesuchten Nullstelle tibereinstimmt.

fir f'(x,) # 0.

Xnt+1 = Xn
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Fir die Funktion f(x) = e — x — 5 ist f'(x) = e* — 1. Daher lautet die
Berechnungsvorschrift hier:

A Nt Tl
P T e

Xnt1 = Xn

Fiir n = 0 folgt daraus mit xo = 1:

el —1—-5
X1 :1—17 = 2.9098835,
el —1

wobei ich mit einer Genauigkeit von sieben Stellen nach dem Komma rechne.
Dieses x; wird jetzt wieder in die Newton-Formel eingesetzt, um x, zu erhalten.
Damit folgt:

e —x; —5
X =1— —————— =2.3080408.
e —1

Die Rechnung findet ihr natiirliches Ende, wenn sich x, und x,4, frithestens in
der sechsten Nachkommastelle unterscheiden. In der folgenden Tabelle finden
Sie die notigen Ndherungswerte.

Xn

1
2.9098835
2.3080408
2.0046996
1.9394486
1.9368514
1.9368474
1.9368474

woxm»ww»—o‘x

Ab x¢ = 1.936847 ist sogar in den ersten sieben Nachkommastellen keine
Verdnderung mehr festzustellen. Fiir n = 6 ist also die gewiinschte Genauig-
keit erreicht, und ein sehr genauer Taschenrechner liefert den Funktionswert
f(x6) = 5.4-107", so daB im Funktionswert mit hoher Genauigkeit Null her-
auskommt.

Fiir xo = —1 ergibt sich die folgende Tabelle:

n
0]—-1
1| —6.7459301
2| —4.9967679
31 —4.9932162
4| —4.9932162
Hier ist schon fiir n = 3 das stabile Ergebnis x; = —4.9932162 erreicht. Der

Rechner liefert dazu den Funktionswert f(x;) = 4.3 - 1078, so daf ich wieder
mit hoher Genauigkeit den Funktionswert Null habe.
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7.16  Berechnen Sie unter Verwendung der Regel von 'Hospital die folgenden
Grenzwerte.

x*=27.
x—3 2

(i) lim
x—3
l1—cosx,
xz >

@ tim

x> +5x+6

(iii) xl_l)n_lz e

Losung Die Regel von ’Hospital stellt eine sehr angenehme Methode zur Be-
rechnung von Grenzwerten einer bestimmten Art dar. Ist ein Grenzwert der
Form

lim [
x—>x) g(x)
gesucht und gilt lim f(x) = lim g(x) = 0 oder lim f(x) = lim g(x) = %00,

so gilt die Gleichung:

lim f&) = lim f’(x),
X—> X g(x) X—Xo g’(x)

sofern der zweite Grenzwert existiert. Meistens kann man durch das separate Ab-
leiten von Zdhler und Nenner den Bruch einfacher und tibersichtlicher machen,
und das vereinfacht dann auch das Berechnen des Grenzwerts.

(i) Der Grenzwert ling % ist genau vom verlangten Typ: offenbar ist ling x*—
x— x—
27 = 1im3x — 3 = 0, und ich kann die Regel von ’Hospital anwenden.
x—

Separates Ableiten von Zihler und Nenner fithrt zu:

. x> =27 . 3x? 5
lim =lim — =3-3"=27.
x=3 x—3 x—=3 1

Damit ist der Grenzwert auch schon berechnet.

(ii) Etwas schwieriger ist es bei lin}) =X Die Voraussetzungen fiir die Regel
Xx—

von I'Hospital sind erfiillt, denn es gilt lin})(l — Ccosx) = lin}) x> = 0. Leitet
X— xX—

man aber Zihler und Nenner ab und schreibt das Ganze dann wieder in
einen neuen Grenzwert, so ergibt sich:

. 1—cosx . sinx
lim = lim ,
x—0 x2 x—0 2x

und das sieht nicht sehr hilfreich aus, weil jetzt die Beziehung lirr(l) sinx =
X—

lin}) 2x = 0 gilt und ich den neuen Grenzwert daher nicht so ohne Weiteres

x—

berechnen kann. Das schadet aber nichts, denn eben habe ich ja nach-
gewiesen, daf3 auch der neue Grenzwert die Voraussetzung der Regel von
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I’'Hospital erfiillt, die ich somit noch einmal anwenden kann. Dann folgt:

. sinx . cosx cosO 1
lim = lim = = —.
x—0 2x x—=0 2 2 2
Insgesamt habe ich also:
. 1—cosx 1
lim ——— = .
x—0 X 2
(iii) Der Grenzwert lim ’;:zf‘ix"j ist wieder unproblematisch. Natiirlich gilt
x——
lim2x2+5x+6=4— 10+ 6 = 0 und lim2x2+x—2=4—2—2=0, so
x—— x—>—

daf ich die Regel von ’Hospital anwenden darf. Es folgt:

. x*4+5x4+6 . 2x+5 —4+5 1
lim ——— = lim = = ——.
x—>-2 X2 +x—2 x—>-22x+1 —44+1 3

7.17  Berechnen Sie ersten Ableitungen der folgenden Funktionen.

@ f1(x) =/ (sin2x)%

sin 2x

(i) fo(x) = (%)™
(i) f3(x) = (x - tanx)%
(V) fa(x) = &2
W fs5(x) =V

. _ Ax+1-1
(Vl) f6(x) — m+1-
Losung Genau wie in den Aufgaben 7.1 und 7.2 geht es hier darum, die Ab-
leitungen einiger Funktionen auszurechnen, und ich werde dazu die beliebten
Hilfsmittel Produktregel, Quotientenregel und Kettenregel brauchen. Damit sie
alle noch einmal an zentraler Stelle versammelt sind, schreibe ich die entspre-

chenden Formeln noch einmal auf. Die Produktregel lautet:

(fx) - g(x) = f'(x)- gx) + g'(x) - f(x).

Sie hat leichte Ahnlichkeiten mit der Quotientenregel, die folgendermaflen aus-
sieht:

(f(x)) _ flx)-gx) — g X - f(x)
g(x) g2 (x) '

wobei g?(x) nur eine abkiirzende Schreibweise fiir (g(x))? ist. Und die Ketten-
regel lautet schlief3lich:

(f(gx) =g'(x) - f'(g(x)).
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Diese Regeln werde ich gleich auf die einzelnen Beispiele anwenden, aber das
reicht nicht. Wie Sie sehen werden, braucht man neben den grundlegenden Ab-
leitungsregeln auch ein paar Kenntnisse iiber die ersten Ableitungen einiger
grundlegender Funktionen: ich kann einen Quotienten aus zwei Funktionen bei-
spielsweise nur dann ableiten, wenn ich die Ableitung von Zéhler und Nenner
kenne, denn sonst helfen mir alle Quotientenregeln der Welt nichts.
(i) Die Funktion f;(x) = y/(sin 2x)? schreibe ich zunéchst als Potenz, was ihre
Darstellung ein ganzes Stiick vereinfachen wird. Da das Ziehen der dritten
Wurzel gleichbedeutend ist mit dem Potenzieren mit %, habe ich:

f1(x) = ((sin2x)2)% — (sin2x)3,

denn man potenziert eine Potenz, indem man die Exponenten multipliziert.
Das ist nun eine verkettete Funktion, denn zuerst wird der Sinus von 2x
ausgerechnet und anschlieend das Ergebnis mit 2 potenziert. Die innere
Funktion ist also sin(2x), die duflere ist das Potenzieren mit % Nach der
Kettenregel ist dann

fi(x) = (sin2x)" - % (sin2x)} 1,

denn ich mufl die innere Ableitung (sin 2x)" multiplizieren mit der dufleren
Ableitung, und die Ableitung der Potenz mit dem Exponenten 2 finde ich,
indem ich eben diese % vorschalte und den Exponenten um 1 vermindere. Es
ist allerdings noch offen, wie die Ableitung von sin 2x lautet, aber auch hier
ist die Kettenregel einsetzbar. Die innere Funktion ist hier 2x, die duflere
der Sinus, und nach dem Prinzip ,innere Ableitung mal duflere Ableitung"
folgt daraus:

(sin2x) =2 - cos 2x.
Das kann ich nun oben einsetzen und erhalte:

f/l(x) = (sin2x) - % . (Sin2x)§*1

= 2-(cos2x) - % - (sin 2x)’%
— é . COS2x - ;
3 /sin 2x
_ 4 cos2x
N g$/sin2x'

Beachten Sie dabei, daf} ich in der dritten Zeile nur ausgenutzt habe, dafl
das Potenzieren mit einer negativen Zahl dem Kehrwert des Potenzierens
mit der positiven Zahl entspricht.

x)sian

(ii) Fiir Funktionen wie f,(x) = (5 , in denen uniibersichtliche Potenzen

auftauchen und x sowohl in der Basis wie auch im Exponenten auftaucht,
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gibt es eine brauchbare Faustregel: schreiben Sie die Funktion so gut es
geht als Exponentialfunktion mit der Standardbasis e. In der Regel sollte
das auch kein grofles Problem sein, wenn Sie sich an die Bedeutung des
natiirlichen Logarithmus Ina erinnern. Ist ndmlich a > 0, dann ist Ina die
Zahl, mit der man e potenzieren muf}, um a zu bekommen, und folglich gilt
e!"® = a. Das bedeutet dann aber fiir irgendeinen Exponenten b:
ab — (elna)b — eb-lna

nach der Regel iiber das Potenzieren von Potenzen. Im Falle der Funktion
f2 heifit das:

f2 (x) — esin 2x:In 3 )

Und schon wieder kann ich die Kettenregel anwenden. Die innere Funktion
ist der Exponent sin2x - lng, und die duflere Funktion ist die schlichte
Exponentialfunktion, die bekanntlich mit ihrer Ableitung {ibereinstimmt.
Das macht die Berechnung der dufleren Ableitung besonders einfach, denn
sie lautet schlicht:

X ) sin 2x

AuBere Ableitung = ¢S"2*1n3 — (E

Die innere Ableitung ist die Ableitung der inneren Funktion sin 2x-In 7, fiir

die ich eine Kombination aus Produkt- und Kettenregel brauche. Zunéchst
gilt nach der Produktregel:
/ /
(sin 2x-1In g) = (sin2x)" - In g + (ln g) sin 2x.

Nach der Kettenregel ist aber

/ 1
(sin2x)’ = 2 cos2x und (ln g) =3

Ll IS

N\X\»—A
N —
K|

Daraus folgt dann:
. X\’ X 1 .
(sm2x -1n 7) =2cos2x-In— + — - sin2x.
2 2 x

Insgesamt ergibt sich:

X 1 X\ sin2x
! =2 2x-In—- 4+ — -sin2x | - (*) .
fh(x) < cos2x -In 2 + L sin x) 5

(iii) Die Funktion f3(x) = (x-tanx)? quadriert man am besten vor dem Ableiten
aus und erhilt f3(x) = x* - (tanx)?. Nach der Produktregel gilt:

¥ (x) = 2x - (tanx)* + x* - ((tan x)?)’".
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Jetzt muf ich also nur noch die Ableitung von (tanx)? bestimmen, aber
auch das geht wieder einmal mit der Kettenregel, sofern man die Ableitung
der Tangensfunktion kennt. Es gilt ndmlich (tanx) = —.—, und daraus

cos? x
folgt in Verbindung mit der Kettenregel:

((tanx)*)' =

cos? x cos?x

Ein Wort noch zu dieser Rechnung. Die innere Funktion ist hier der Tangens,
denn zuerst wird tan x ausgerechnet und anschlieend quadriert. Deshalb
ist die innere Ableitung —.—, wihrend die dufere Funktion im Quadrieren
besteht und man ihre Ableitung erhélt, indem man die 2 vorschaltet und
den Exponenten auf 1 vermindert. Insgesamt folgt dann:

2tanx , tanx

fi(x) = 2x - (tanx)* + x* - = 2xtan® x + 2x

cos? x cos? x’

Wenn Sie auf die Briiche verzichten wollen, dann kdénnen Sie das auch noch
etwas anders schreiben. Sie kennen vermutlich die trigonometrische Form
des Pythagoras-Satzes sin’ x + cos? x = 1, und wenn man sie hier benutzt,
dann folgt:

1 sin®x + cos?x  sin’x

— = 5 =——+l=tan’x+1.
cos? x cos? x cos? x
Also ist
tan x 1 ) 3
S =tanx- —— =tanx- (tan“x + 1) = tan x + tan” x.
cos? x cos? x

Daraus folgt schlief3lich:
f4(x) = 2xtan® x + 2x* tan x + 2x” tan’ x.
Die Funktion

 (x—2x?)

=0
sollte man erst etwas vereinfachen, bevor man sie ableitet. Aus der Klammer
im Zdhler kann ich x vorklammern und erhalte die Beziehung:

(x—2x)’ =(x-1—2x)° =2 (1 —2x)°.

Nun habe ich aber im Zéhler den Faktor x* und im Nenner den Faktor x°
und darf deshalb x* herauskiirzen. Nach den Regeln der Potenzrechnung
gilt dann:

(x—2x%)° x-(1-2x° (1-2x)°

x5 x5 x2
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Der Einfachheit halber werde ich jetzt auch noch den Zdhler ausmultipli-
zieren. Es gilt:
(1-2x%)° = (1 —2x)201 —2x) = (1 — 4x + 4x})(1 — 2x)
= 1—4x+4x> —2x+ 8x* — 8x’ = —8x° 4+ 12x* —6x + 1.
Also ist

—8x3 + 126 —6x + 1
x2 ’

f4(x) =

Ableiten nach der Quotientenregel ergibt:

(—24x> +24x — 6) - x> —2x - (=8x> + 124 —6x+ 1)

fix) = e
_(—24x" +24x—6) - x — 2 (=8x° + 12x* —6x + 1)
= >
_ —24x7 +24x° — 6x 4 16x° — 24x% 4 12x — 2
= >
. —8x’ 4 6x—2
=—

Auch f5 = v/+/x kann man mit den Regeln der Potenzrechnung vereinfa-
chen, bevor man ans Ableiten geht. Hier gilt:

1
3 3/ 1 1\3 11 1
A /x = Vxk = (x) = xb5 = xt.

Alternativ dazu kann man sich natiirlich auch direkt iiberlegen, dafi die
dritte Wurzel aus der zweiten Wurzel gleich der sechsten Wurzel sein muf3,
und kommmt auch so auf die Formel:

fs(x) = x7.

Nun ist aber fiir jeden beliebigen Exponenten a € R: (x*) = a - x*!, und
damit kann ich alles erledigen. Es gilt:

1

5
X6

1 1

5 6v/x5

oo

1 1 ] ]
/ — .yl . — . — .
fsx)=5-x 6 6 6

Hier geht es um die Funktion f¢ = ﬁviﬁ;i Ich werde es nicht vermeiden

konnen, die Ableitung von +/x + 1 auszurechnen, also mache ich es besser
gleich, und zwar mit Hilfe der Kettenregel. Bei der Ableitung von +/x + 1 =
(x+ 1)% ist x+1 die innere Funktion mit der inneren Ableitung 1. Die duflere
Funktion besteht im Potenzieren mit %, so dafl ich aus der Kettenregel die



180 Differentialrechnung

Ableitung

1 11
2 Jx+1 2Jx+1

(«/x+1)’=1~%~(x+1)’%=

erhalte. Da konstante Summanden beim Ableiten verschwinden, folgt daraus
sofort:

1 1
Vx+l—-1)=———=und Wx+1+1) = ———.
( ) 24/x + 1 ¢ ) 24/x+ 1
Damit habe ich alles zusammen, um mit der Quotientenregel anfangen zu
konnen. Sie liefert:

1 1

fo) = zm-(«/x—i-l—l—l)—Nm-(«/x—i-l—l)‘
° (VX F+T1+1)

Im Zihler habe ich kaum eine andere Wahl, als die vorkommenden Klam-

mern auszumultiplizieren. Immerhin féllt dadurch das eine oder andere weg,
da vor den Klammern die Wurzel im Nenner steht. Ich erhalte dann:

1 / 1 /
st ( x+l+1)_2«/x+1.( x+1-1)
Wx+1+1)2
1 1 1 1
PN s IV =
Wx+1+1)?
1

Nz
(Wx+1+41)?
1

BN ES TN TS N

denn einen Bruch dividiert man durch eine Zahl, indem man die beiden
Nenner multipliziert. Insgesamt habe ich also die Ableitung:

fox) =

1
JxF1WxF 1412

7.18

(i) Bestimmen Sie das Polynom zweiten Grades f(x) = ax® + bx + ¢, das fiir
x = 1 den Funktionswert 6 hat, dessen erste Ableitung bei x = 1 genau —1
ist, und das bei x = 1.5 eine waagrechte Tangente hat.

(ii) Stellen Sie fest, wie man die Werte a; und a, wiahlen muf3, damit die beiden
Funktionen f1(x) = 3x° +2a;x* +8a,x+9 und f,(x) = x* —a;x* +2a,x+1
fiir genau einen Punkt x, parallel velaufende Tangenten haben. Bestimmen
Sie auflerdem x.
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Losung In beiden Teilen sind Funktionen gegeben, aber in beiden Teilen ist die
Definition der Funktionen nicht so ganz vollstidndig: ein quadratisches Polynom
f(x) = ax* + bx + c ist eben noch nicht voll und ganz beschrieben, solange
man a, b und ¢ noch nicht kennt. Es geht nun darum, diese unbekannten Pa-
rameter auszurechnen, indem man die mehr oder weniger verbal formulierten
Eigenschaften der Funktionen in Gleichungen umsetzt und zusieht, was man mit
diesen Gleichungen anfangen kann.
(i) Der Funktionswert von f(x) = ax* + bx + ¢ bei x = 1 soll 6 sein, und
das kann ich dadurch ausdriicken, daf} ich x = 1 in die Funktionsgleichung
einsetze und 6 herausbekomme. Es gilt also:

6=f(l)=a+b+c.

Damit habe ich eine Gleichung mit drei Unbekannten, was natiirlich noch
nicht ausreicht, um die Werte von a, b und ¢ zu bestimmen, aber noch sind
zwei Eigenschaften iibrig, die ich in Gleichungen iibersetzen mufi. Die erste
Ableitung bei x = 1 soll den Wert —1 haben; also bestimme ich zuerst
einmal die erste Ableitung von f. Sie lautet:

f'(x) = 2ax + b,
und durch Einsetzen folgt:
—1=f'(1) =2a+b.
Die dritte Bedingung sagt, dal bei x = 1.5 eine waagrechte Tangente vor-
liegt. Nun entspricht aber die Steigung der Tangente genau der ersten Ab-
leitung, und daraus folgt, daf3 die erste Ableitung bei x = 1.5 gerade Null
sein soll. Damit habe ich die dritte Gleichung:

0= f'(1.5) = 3a+b.

Insgesamt hat sich also das lineare Gleichungssystem

a +b+c=6
2a + b = —1
3a + b = 0

mit den drei Unbekannten a, b und c¢ ergeben, das man beispielsweise mit
dem Gauf3-Algorithmus 16sen kann. Es ist aber so einfach aufgebaut, daf3
sich die Mithe kaum lohnt, das Gleichungssystem in Matrixform aufzu-
schreiben. Ich kann einfach die zweite Gleichung von der dritten abziehen
und finde sofort a = 1. Einsetzen dieses Wertes in die zweite oder dritte
Gleichung liefert b = —3, und wenn Sie mit diesen beiden Werten in die
erste Gleichung gehen, dann erhalten Sie fiir ¢ den Wert ¢ = 8. Die Funktion
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lautet also:
f(x) =x* —3x+ 8.

Hier ist die Situation ein wenig anders als in Teil (i). Es geht nicht mehr
nur darum, eine Funktion exakt aufzuschreiben, sondern ich muf eine
gemeinsame Eigenschaft von zwei verschiedenen Funktionen verarbeiten:
die beiden Funktionen f(x) = 3x° + 2a;x*> + 8ayx + 9 und f,(x) =
x> — a;x* + 2a,x + 1 sollen fiir genau einen Punkt x, parallel verlaufende
Tangenten haben. Wie schon in Teil (i) bemerkt, ist die Tangentensteigung
in einem Punkt genau der Wert der ersten Ableitung in diesem Punkt, und
ich sollte deshalb erst einmal die Ableitungen von f; und f, ausrechnen.
Sie lauten:

F1(x) = 9x* + 4a1x + 8a, und f)(x) = 3x* — 2a,x + 2a,.

Nun soll es genau einen Punkt geben, in dem die Tangenten zu f; und f,
parallel verlaufen, und das bedeutet: es soll genau einen Punkt geben, in
dem die beiden Ableitungen gleich sind, denn parallel verlaufende Geraden
kann man dadurch beschreiben, daf3 ihre Steigungen gleich sind. Ich muf3
also die beiden Werte a; und a, so wéhlen, daf§ die Gleichung

1) = f3(%)
genau eine Losung hat. Dazu mache ich den Ansatz:
f1(x) = fo(x) & 9x*+4a;x+8a, = 3x* —2a,x+2a, & 6x*+6a;x+6a, = 0.

Diese Gleichung teile ich durch 6 und erhalte damit die quadratische Glei-
chung

C+ax+a,=0

2

a; ay
X = — 1[5 g,
1,2 5 4 2

Da ich im Moment nichts Naheres iiber die Zahlen a; und a, weif3, kann ich
die Losungen der Gleichung nicht genauer ausrechnen. Das ist aber auch gar
nicht mein Problem, denn ich soll ja herausfinden, wann diese Gleichung
genau eine Losung hat. Und das ist genau dann der Fall, wenn der Ausdruck
innerhalb der Wurzel zu Null wird, denn nur dann erhalte ich die zweifache
Losung — 4. Es gilt also: die beiden Funktionen haben genau dann in genau
einem Punkt x, eine parallel verlaufende Tangente, wenn

mit den Losungen

2 a2
1 _ _ 7
— —a, =0, also a, = —
4 4
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gilt. In diesem Fall ist x; die Losung der oben beschriebenen quadratischen
Gleichung, und da der Wurzelterm wegfillt, folgt:
a;

Xo = ——.
0 2

7.19 Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen die jeweiligen Extremstellen
und untersuchen Sie, in welchen Bereichen sie konkav bzw. konvex sind.

M) f)=x>-e%
(if) g(x) = e*.

Losung Die Berechnung der Extremstellen erfolgt nach dem gleichen Routi-
neschema wie immer: ich werde die ersten beiden Ableitungen ausrechnen, die
Nullstellen der ersten Ableitung bestimmen und dann mit Hilfe der zweiten Ab-
leitung feststellen, ob es sich bei den gefundenen Extremwertkandidaten tatsdch-
lich um Extremwerte handelt und ob ein Minimum oder ein Maximum vorliegt.
Dagegen sind die Begriffe konkav und konvex neu, wenn auch leicht zu de-
finieren. Eine auf [a, b] stetig differenzierbare Funktion f heifit konvex, falls
ihre erste Ableitung f’ monoton wachsend ist. Sie heifit konkav, falls ihre er-
ste Ableitung f’ monoton fallend ist. Hat man es nun sogar mit einer zweimal
stetig differenzierbaren Funktion zu tun, dann kann man Konvexitdt und Kon-
kavitét recht leicht tiberpriifen: die erste Ableitung ist dann monoton wachsend,
wenn ihre Ableitung groler oder gleich Null ist, und die Ableitung der ersten
Ableitung ist bekanntlich die zweite Ableitung. Folglich ist eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion f dann konvex, wenn f”(x) > 0 ist fiir alle x aus dem
Definitionsintervall, und sie ist dann konkav, wenn f”(x) < 0 fiir alle x aus dem
Definitionsintervall giiltig ist.

(i) Zunichst berechne ich die ersten beiden Ableitungen von f(x) = x? - e™*.

Mit der Produktregel gilt:

fx)=2x-e*+x*-(=1)-e"=2x-e"—x*-e*=Qx—x") e~

sowie:

Q2—2x)-e*+Q2x—xH)-(=1)-e*
=e* Q-2x—2x+x)-e ¥ =Q—4x+x>)-e".

f// (x)

Die Extremwertkandidaten sind nun die Nullstellen der ersten Ableitung.
Da aber e immer positiv ist und deshalb nie Null werden kann, gilt:

fx)=0&2x—x*=04x(2—x) =04 x =0 oder x = 2.
Ich habe also die beiden Extremwertkandidaten x; = 0 und x, = 2. Um

festzustellen, ob es sich wirklich um Extremstellen handelt, muf ich die
zweite Ableitung bemiihen, in die ich die gefundenen Kandidaten einsetze.
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Es gilt:
ff0)=2-e"=2>0und f'2Q) =-2-¢%<0,

und deshalb liegt bei x; = 0 ein lokales Minimum vor, wéhrend bei x, = 2
ein lokales Maximum auftritt.

Die Frage nach den Extremstellen ist damit erledigt. Wann f konkav bzw.
konvex ist, kann ich an der zweiten Ableitung sehen, denn f ist dann kon-
vex, wenn f”(x) > 0, und dann konkav, wenn f”(x) < 0 ist. Aber noch
immer ist e”* stets positiv, und deshalb habe ich:

f'(x) 20 2—4x+x* > 0.

Das ist nun eine quadratische Ungleichung, die Sie mit den Methoden aus
Kapitel 3 16sen konnen. Ich gehe zuerst die zugehdrige quadratische Glei-
chung x* — 4x 4+ 2 = 0 an, die nach der p, g-Formel die Lésungen

X1, =2+V4—-2=2++2,

hat, also x; = 2 — +/2 und x, = 2 + /2. Die Parabel y = x* —4x + 2 ist
nach oben gedffnet und geht bei x; =2 — /2 und x, = 2 + +/2 durch die
x-Achse. Folglich muf} sie zwischen den beiden Nullstellen unterhalb der
x-Achse liegen und sowohl links von x; als auch rechts von x, oberhalb der
x-Achse. Damit gilt:

f"x) >0 x¢€ (—oo,z—\/ﬂ oder x € {Z-I—\/Z,OO)

und

') <0 xe [2—ﬁ,z+«/§].

Die Funktion ist daher konkav auf dem Intervall [2 —J2,2+ ﬁ] und
konvex auf den Intervallen (—oo, 2 — ﬁ] und [2 +42, oo).

Nun geht es um die Funktion g(x) = e*’. Ich berechne wieder zuerst die
erste und zweite Ableitung, fiir die ich hier die Kettenregel und die Pro-
duktregel brauche. Es gilt:

g(x)=2x- e~
und
§'(x) =2-¢" +2x - 2x-e" = (2+4x) - €*.

Die Nullstellen der ersten Ableitung sind schnell bestimmt, denn natiirlich
ist auch e* immer positiv, und deshalb ist g’(x) genau dann Null, wenn
2x = 0 ist, also nur fiir x = 0. Setzt man diesen Extremwertkandidaten in
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die zweite Ableitung ein, so ergibt sich:
g0y =2->=2>0,

weshalb bei x = 0 ein lokales Minimum vorliegt.

Auch die Frage nach Konvexitdt und Konkavitdt von g ist einfach zu be-
antworten. Ich hatte g"(x) = (2 + 4x?) - e ausgerechnet, und das ist ein
Produkt aus zwei positiven Faktoren: e* ist grundsitzlich immer positiv,
und natiirlich gilt auch 2 + 4x*> > 0, denn ein Quadrat ist immer grofler
oder gleich Null, und wenn ich darauf noch 2 addiere, dann lande ich auf
jeden Fall im positiven Bereich. Somit ist g”(x) > 0 fiir alle x € R, und das
heift: g ist auf ganz R konvex.
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8.1 Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale.

1

() [2x*—4x+3dx;
0

(i) [sint—2cost dt;
0

(iii) fzﬁ (x — 1) dx;
1

In2

(iv) [ e —1dx.
0

Losung Die Berechnung eines bestimmten Integrals zerfdllt in zwei verschie-
dene Teile. Zundchst miissen Sie zu der gegebenen Funktion eine Stammfunktion
bestimmen, und anschlieflend setzen Sie in diese Stammfunktion die sogenann-

ten Integrationsgrenzen ein. Etwas konkreter gesagt: ist f : [a, b] — R eine
b
stetige Funktion und sucht man nach dem Integral | f(x) dx, so ist zuerst eine

a

Stammfunktion F von f zu finden, und das heif3t, daf} die Ableitung von F der
gegebenen Funktion f entsprechen mufl. Wahrend Sie also beim Differenzie-
ren zu einer gegebenen Funktion einfach nur die Ableitung ausrechnen, ist hier
die Fragestellung umgekehrt: Sie brauchen eine Funktion F mit der Eigenschaft
F'(x) = f(x). Deshalb sprechen manche Leute auch vom Aufleiten im Gegensatz
zum Ableiten und verursachen mir dadurch immer wieder Magenbeschwerden.

Sobald Sie dann die Stammfunktion zur Verfiigung haben, ist die Berechnung
des bestimmten Integrals in aller Regel kein Problem mehr, denn Sie miissen
jetzt nur noch die Integrationsgrenzen a und b in die Stammfunktion F einsetzen
und die Ergebnisse voneinander abziehen. Das heifit also:

b
| £ dx=F) - Fia)

und dafiir schreibt man auch oft:

b
/ f(x) dx = F(x)|; = F(b) — F(a).
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1
(i) Nun ist das Integral [2x* — 4x + 3 dx zu berechnen. Da es sich hier um
0

eine schlichte Summe von Funktionen handelt, kann man einfach der Reihe
nach integrieren, also:

1 1 1 1
/ 2x2—4x+3dx:/ 2x? dx—/ 4xdx+/ 3 dx.
0 0 0 0

Jedes einzelne dieser Integrale ist leicht zu ermitteln. Offenbar ist 3x° eine
Stammfunktion zu 2x?, wihrend 2x* eine Stammfunktion zu 4x und 3x eine
Stammfunktion zu 3 ist. Damit folgt:

1 1 1
/szdx—/4xdx~|—/3dx
0 0 0

1

1
/ 2x* — 4x + 3 dx
0

2 3 2|1 1

= gx 0—2x |0—+—3»x|0
2 2

= 1r-2.0-(2-"-2-0°)+3-1-3-0
3 3

=2 o452

-3 -3

Diese Vorgehensweise ist zwar absolut korrekt, aber wegen ihrer Umstdnd-
lichkeit nicht unbedingt zu empfehlen. Besser und effizienter ist es, gleich
eine Stammfunktion fiir den gesamten Integranden 2x* — 4x + 3 zu suchen
und dann in diese gesamte Stammfunktion die obere und die untere Grenze
des Integrals einzusetzen. Und wenn man eine Stammfunktion sucht, dann
sollte man auch ein wenig systematisch vorgehen und sich nicht unbedingt
auf seine Intuition verlassen. Schliellich gibt es Regeln zum Auffinden von

Stammfunktionen, und eine der wichtigsten lautet: fiir a # —1 ist 0 eine

X

a+1
Stammfunktion zu x?. Damit kann ich jetzt das gesamte Integral erledigen,
indem ich diese Regel einzeln fiir jeden Summanden anwende, wobei zuerst

a = 2, dann a = 1 und schliefllich a = 0 ist. Das ergibt:

1
1 , 3 52
2x° —4x+3dx = 2— —4— + 3x
0 3 2 0
1
X3 5
= 2— —2x"+ 3x
3 0

1
2:5-2:1+3-0

_ 2 2+3—5
T3 37

(i) Nach dem gleichen Verfahren gehe ich jetzt das bestimmte Integral [ sint—
0

2cost dt an. Die Integrationsvariable heif3t jetzt t anstatt x, aber das hat
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uns schon beim Differenzieren nicht weiter gestért: man mufl nur alle an-
fallenden Rechnungen mit der Variable # vornehmen, und beim Einsetzen
der Integrationsgrenzen féllt die Integrationsvariable ohnehin weg. Bei der
Suche nach der Stammfunktion kann ich natiirlich meine Kenntnisse iiber
die Ableitungen der trigonometrischen Funktionen verwenden, denn be-
kanntlich gilt: (sint)’ = cost und (cost)’ = —sint. Daher ist —cost eine
Stammfunktion zu sint, und 2sint ist eine Stammfunktion zu 2 cost. Ich
erhalte also:

o
/ sint —2cost dt = —cost — 2sint|]
0
= —cosm — 2sin7 — (—cos0 — 2sin0).

Fiir den Fall, daf§ Sie sich mit den trigonometrischen Funktionen und vor
allem mit ihren Funktionswerten nicht mehr so genau auskennen, schreibe
ich die einzelnen Werte einmal auf. Es gilt:

cosm=—1,sinm=0,cos0=1,sin0 = 0.

Setzt man das nun in das Zwischenergebnis fiir das Integral ein, so ergibt
sich:

/ sint —2costdt=—(—1)—2-0—(—1—2-0)=1—(—1) =2.
0

2
(iii) Das Integral [ \/x-(x —1) dx kann auf den ersten Blick verwirrend wirken,
1

weil in ihm ein Produkt vorkommt. Ganz abgesehen davon, dafl das gar kein
Grund zur Verwirrung ist, weil es auch fiir Integranden in Produktform mit
der partiellen Integration und der Substitutionsregel Losungsmdglichkeiten
gibt, muf} man sich hier nicht einmal auf das Produkt einlassen. Schliellich
kann ich ohne Probleme die Klammer ausmultiplizieren und erhalte:

2 2
/ﬁ-(x—l)dx:/ x/x — /% dx.
1

1

Sehr iiberzeugend sieht das allerdings noch nicht aus, und auch jetzt steht
noch ein Produkt in der Klammer. Wenn Sie sich aber darauf besinnen, dafl
man mit \/x = x? jede Wurzel auch als Potenz schreiben kann, dann wird
daraus ganz schnell:

P 2 2
1 1 3 1
/xﬁ—ﬁdx:/x~x2—x2 dx:/xZ—x2 dx,
1 1 1

denn nach den Regeln der Potenzrechnung ist x' - x2 = x1. Jetzt ist aber

alles ganz einfach, denn ich kann wieder die alte Regel anwenden, daf3 ’::11

fiir a # —1 eine Stammfunktion zu x* ist. Hier ist im ersten Summanden
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a =3 und im zweiten Summanden a = 1. Damit folgt:
2

2 5 ' x%H x%+1
/x2—x2dx237—17
1 §+1 §+1
5 32
X2 X2
= 3 T3
2 2 |4
25 2,
= —Xx2 — —Xx2
5 37,
2 s 2 3 2 2
=i _Zp_(2-%
5 3 5 3
2 2 2 2
N TN
3 5 3
2 2
= g(¢32—-n-—§(J§—1)
~ 0.64379.
In2

Fiir das Integral [ e*—1 dx mufl man im Grunde genommen gar nichts tun,
0

denn die Stammfunktionen bestimmen sich fast von alleine. Wegen (¢*) =
e* ist e* wieder Stammfunktion zu e*, und natiirlich ist x Stammfunktion

zu 1. Daraus folgt:

In2 In2

n

/ e"—ldx:e"—x0
0

= "2 — ¢’ — (In2-0)

=2—1—-1n2

= 1-—1In2.
Ein Wort zur vorletzten Zeile. Hier habe ich beniitzt, dal e = 2 gilt, und
das liegt an der Definition des natiirlichen Logarithmus. In2 ist die Zahl,
mit der ich e potenzieren mufl, um 2 zu bekommen, und wenn ich nun e
tatsdchlich mit dieser Zahl potenziere, indem ich e"2 qusrechne, dann mufd
eben 2 herauskommen.

Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale.

J2x7 —5x% 4+ 6x — 17 dx;

(i) [ /x4 3sinx —5cos(2x) dx;
(i) [ & + oo dt.

Losung Unbestimmte Integrale haben gegeniiber bestimmten Integralen den
Vorteil, daf3 man keine Integrationsgrenzen mehr in die Stammfunktion einset-
zen muf3, denn es sind einfach keine Integrationsgrenzen vorhanden. Der Begriff
»Unbestimmtes Integral® ist nur ein anderes Wort fiir ,,Stammfunktion®, so daf}
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also die Berechnung eines unbestimmten Integrals auf die Suche nach einer
Stammfunktion hinauslduft. Kurz gesagt: hat man irgendeine stetige Funktion f
und eine Stammfunktion F von f, so ist

/f(x) dx = F(x).

Ich mufl also bei den folgenden Aufgaben nichts anderes tun als nach einer
Stammfunktion F zu dem jeweils gegebenen Integranden zu suchen.

@

(ii)

Das geht bei dem Integral [ 2x* —5x*+6x—17 dx ohne jedes Problem. Schon

in Aufgabe 8.1 hatte ich mehrfach die Regel verwendet, dafl Z% fir a #
—1 eine Stammfunktion zu x“ ist. Mit ihrer Hilfe 143t sich jedes Polynom
ohne weiteres integrieren, da ich der Reihe nach die Stammfunktionen jedes
einzelnen Summanden aufschreiben kann. Es gilt also:

X4 x3 2

3 2 X
/2x —5x"+6x—17dx = 2— —5—+6— —17x+¢
4 3 2
la_ 55 2
= 2x - 3x +3x"—17x+c,
wobei die Konstante ¢ noch ein paar Worte verdient. Da das unbestimmte
Integral nichts weiter als eine Stammfunktion ist, kann man nicht erwarten,
daf es nur ein einziges unbestimmtes Integral gibt: sobald F'(x) = f(x) gilt,
habe ich mit einer beliebigen Konstanten ¢ auch (F(x) 4+ ¢)’ = f(x), und
damit ist auch F(x) + ¢ eine Stammfunktion. Man kann daher das unbe-
stimmte Integral nie ganz genau angeben, sondern immer nur bis auf eine
Konstante, die dazuaddiert werden kann, ohne dafy man die Eigenschaft der
Stammfunktion verliert. Deshalb pflegt man hinter die berechnete Stamm-
funktion immer noch das berithmte +c¢ anzufiigen.
Das Integral [ {/x 4+ 3sinx — 5cos(2x) dx ist schon ein wenig schwieriger
als das simple Polynomintegral aus Aufgabe (i). Hier geht man am besten
schrittweise vor und sucht fiir jeden einzelnen Summanden die passende
Stammfunktion. Fiir »/x kann ich auf das verweisen, was ich schon in Auf-
gabe 8.1(iii) gemacht habe: ich schreibe die Wurzel als Potenz und verwende

dann wieder die Regel, daf3 xL

"7 fur a # —1 eine Stammfunktion zu x” ist.

Wegen /x = x7 ist also

lw
o

1

x27t1 x 3
: = — = — .x2
i1

2 3
eine Stammfunktion zu /x. Auch die Sinusfunktion macht keine groflen
Schwierigkeiten, denn wegen (cosx)’ = —sinx ist —cosx eine Stamm-
funktion zu sinx. Damit ist natiirlich auch —3cosx Stammfunktion zu
3 sin x. Erst beim letzten Summanden 5 cos(2x) tritt ein kleines Problem auf,
denn die erste Idee, die man vielleicht hat, funktioniert nicht: da nun mal
(sinx)" = cos x gilt, liegt der Gedanke nahe, es mit der eventuellen Stamm-
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funktion sin(2x) zu versuchen, aber das geht schief. Nach der Kettenregel
gilt ndmlich (sin(2x))’ = 2 cos(2x), und damit habe ich hier einen Faktor
2 erhalten, den ich {iberhaupt nicht haben wollte. Das schadet aber nichts,
denn aus dieser Idee kann man doch noch etwas machen. Da ich beim
Ableiten von sin(2x) einen unangenehmen, aber doch immerhin konstan-
ten Faktor 2 produziert habe, kann ich ihn auch gleich wieder los werden,
indem ich den Vorfaktor 1 vor den Sinus schreibe. Dann gilt:

(; sin(2x)) = % - 2cos(2x) = cos(2x),

und damit ist das Spiel auch schon gewonnen, denn es hat sich herausge-
stellt, dafs % sin(2x) Stammfunktion zu cos(2x) ist. Insgesamt folgt:

1
/ﬁ+3sinx—5cos(2x) dx = -x%—Scosx—S-Esin(Zx)+c

W W[

3 5
xI —3cosx — 3 sin(2x) + c.

(iii) Auch das Integral [ & + —- dt sieht schlimmer aus als es ist. Der erste

8.3

cos? t
Summand ldf}t sich problemlos mit der oft zitierten Regel erledigen, dafl
’:: fiir a # —1 eine Stammfunktion zu x? ist. In diesem Fall heifit die
Variable zwar f, aber am Prinzip dndert das natiirlich nichts. Sobald ich

namlich %2 = t~2 schreibe, ergibt sich sofort:

1 1 1
/—dt:/t*zdtz—z——.
t2 -1 t

Damit ist —} eine Stammfunktion zu . Und der zweite Summand ist ein
klassisches Beispiel dafiir, daf} in der Mathematik die Dinge aufeinander
aufbauen. Sieht man ihn einfach nur so ohne weitere Vorkenntnisse aus
der Differentialrechnung an, dann kann seine Integration tatsdchlich Kopf-
schmerzen bereiten. Es sollte Thnen aber beim mehrfachen Hinsehen auf-
fallen, dafl Thnen coiz ; schon einmal im Rahmen der Differentialrechnung

begegnet ist, denn es gilt:

tant) = .
( ) cos? t

Somit ist tant eine Stammfunktion zu -, und das ergibt insgesamt:

1 1 1
— + ——dt=——+tant +c.
t2  cos’t t

Welchen Fldcheninhalt schlief3t der Funktionsgraph von f(x) = 18 — %2 mit

der x-Achse ein?
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X
Bild 8.1. f(x) =18 — =
Losung In Abbildung 8.1 ist der Funktionsgraph von f(x) = 18 — "2—2 einge-

zeichnet.

Die Fldche, die der Funktionsgraph mit der x-Achse einschliefit, konnen Sie
hier leicht erkennen: sie beginnt links bei der ersten Nullstelle der Funktion,
liegt dann zwischen der Funktionskurve und der x-Achse und endet schlief3lich
rechts bei der zweiten Nullstelle von f. Um nun den Flicheninhalt auszurechnen,
mufl ich also die Nullstellen der Funktion bestimmen. Das ist aber nicht weiter
aufregend, denn es gilt:

x2 x

8——=0% —
2 2

1)

=18 & x* = 36 & x = +6.

Die Funktion f hat also die beiden Nullstellen x; = —6 und x, = 6. Der gesuchte
Flacheninhalt ist dann das bestimmte Integral der Funktion, wobei die Nullstellen
die Integrationsgrenzen sind. Damit folgt:

6
2
Flicheninhalt = / 18 — % dx

—6

3 |6

X
= 18x— —
3-2] 6
x
= 18x — —
6| 6
6’ —6)°
= 18-6——<18-(—6)—( )>
6 6

= 108 — 36 — (—108 + 36) = 144.

Die gesuchte Flache betrédgt also 144 Fliacheneinheiten.

Man hitte sich hier iibrigens das Leben etwas erleichtern konnen, denn of-
fenbar ist die Funktion symmetrisch zur y-Achse, und deshalb erhélt man auch
den gesuchten Flicheninhalt, indem man nur die rechte Hilfte ausrechnet und
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dann das Ergebnis mit 2 multipliziert. Es gilt also:

6

2

Flicheninhalt = 2/ 18 — % dx,
0

wie eine einfache Rechnung bestitigt.

8.4 Berechnen Sie die folgenden Integrale durch partielle Integration.

(i) [x*-cosx dx;

(i) [x* e dx;

(iii) [x-Inx dx.

Losung Die partielle Integration ist eine Moglichkeit, komplizierte Integrale
auf hoffentlich einfachere Integral zuriickzufithren. Hat man fiir zwei stetig dif-
ferenzierbare Funktionen f und g das Integral [ f'(x) - g(x) dx zu berechnen,
so kann man die Formel

/f’(x) - g(x) dx = f(x) - g(x) — /g’(x) - f(x) dx

verwenden. Auf den ersten Blick sieht es so aus, als sei damit nur wenig gewon-

nen. Es kann aber passieren, dafl der Ausdruck f'(x)-g(x) recht kompliziert und

einer direkten Integration nicht zugénglich ist, wihrend der Ausdruck g'(x)- f (x)

auf der rechten Seite einfacher integrierbar ist. Wie gesagt: es kann passieren, es

muf aber nicht. Erstens gibt es Fille, bei denen die partielle Integration nicht
weiterfithrt, und zweitens steht man bei jedem konkreten Integral, dessen In-
tegrand ein Produkt aus zwei Funktionen ist, vor der Frage, welche der beiden

Funktionen nun f’(x) und welche g(x) sein soll. Das kann oft nur ein Versuch

entscheiden.

(i) Das Integral [ x?-cosx dx ist ein klassisches Beispiel fiir die partielle In-
tegration. Offenbar kann man nicht so ohne weiteres eine Stammfunktion
angeben, weshalb eine Vereinfachung des Integrals nétig ist. Nun gibt es aber
ein einfaches Kriterium, welchen der beiden Faktoren ich als f’ betrachten
will und welchen als g: auf der rechten Seite der partiellen Integrationsfor-
mel steht das Integral | g'(x) - f(x) dx, und deshalb ist es sinnvoll, mein
g so einfach wie méglich zu gestalten. Setze ich also g(x) = x?, so wird
g'(x) = 2x, und das ist immerhin schon besser als x*>. Wiirde ich dagegen
f'(x) = x* setzen, dann hitte ich auf der rechten Seite den Faktor f(x) = %3,
was das Integral kaum vereinfachen wiirde. Ich entscheide mich also fiir die
Kombination:

f/(x) = cosx, g(x) =x? also f(x) =sinx, g(x)=2x.
Dann liefert die partielle Integration:

/x2~cosx dx = sinx-xz—/Zx-sinx dx
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= sinx-x2—2/x-sinx dx,

denn f(x) - g(x) = sinx - x*> und g'(x) - f(x) = 2x - sinx. Offensichtlich ist
das Integral noch nicht vollstdndig berechnet, aber es ist immerhin so weit
reduziert, dafl ich jetzt nur noch das etwas einfacher aussehende Integral
[ x - sinx dx ausrechnen muf. Daf3 ein Integral einfacher aussieht als ein
anderes, ist zwar noch lange kein Beweis dafiir, dafl es auch einfacher ist, in
diesem Fall allerdings gibt es damit keine Probleme: ich brauche nur noch
einmal die partielle Integration anzusetzen. Mit dem gleichen Argument wie
oben mache ich fiir [ x - sinx dx den Ansatz

f'(x) =sinx, g(x) =x, also f(x) = —cosx, g'(x)=1.
Mit der partiellen Integration folgt:
/x~sinx dx = (—cosx) ~x—/(—cosx) -1dx

= —x~cosx+/cos dx
= —Xx-cosx + sinx.

Dieses Integral ist damit vollstdndig berechnet. Es war aber nur eine Art
von Hilfsintegral, das bei der ersten partiellen Integration aufgetreten ist,
und ich mufl mein Zwischenergebnis noch oben einsetzen. Es gilt ndmlich:

/x2~cosx dx = sinx-xz—/Zx-sinx dx

= sinx~x2—2/x-sinxdx
= sinx - x> — 2(—x - cos x + sin x)
= x?.sinx + 2x - cos x — 2sinx.

Um ganz genau zu sein, fiige ich noch die bekannte Konstante ¢ hinzu und
erhalte das Endergebnis:

/xz-cosx dx = x? - sinx + 2x - cosx — 2 sin x + c.

Das Integral [ x*-e~*dx kann ich nach genau der gleichen Methode angehen
wie das Integral aus Teil (i). Damit die rechte Seite wieder einfacher wird
als die linke, setze ich

fl(x)=e*, g(x)=x also f(x) = —e*, g'(x)=2x.

Beachten Sie dabei iibrigens, dafl Sie wegen des Minuszeichens im Exponen-
ten von e * fiir f(x) selbst ein Minuszeichen vor der Exponentialfunktion
springen lassen miissen, da beim Ableiten von e™* die Kettenregel den Fak-
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tor —1 als innere Ableitung entstehen ldfit. Mit der Formel fiir die partielle
Integration gilt nun:

/x2 e ¥dx = (—e ) - x? — /(—e”‘) <2x dx
= —xz-e_"—i—Z/x-e_" dx,

wobei ich beim Ubergang zur zweiten Gleichung aus dem Integral sowohl
das Minuszeichen als auch den Faktor 2 herausgezogen habe. Jetzt bin ich
wieder in der gleichen Situation wie in Teilaufgabe (i): das Integral sieht et-
was einfacher aus, ist aber noch nicht vollstdndig berechnet. Um es endgiiltig
zu erledigen, brauche ich noch einmal die partielle Integration fiir das In-
tegral [ x-e™* dx. Dafl ich dabei dhnlich wie in Aufgabe (i)

fl(x)=e7*, gx) =x, also f(x) =—e%, g'(x) =1

wihle, ist wahrscheinlich keine grole Uberraschung. Damit gilt:

/x-e*x dx = (—e™) 'x—/(—e*") -1 dx
—x-e”‘+/e’x dx

= —x-e —e ",

denn wieder muf} ich beim Integrieren von e™* beachten, dafl das Minus-
zeichen im Exponenten Auswirkungen beim Ableiten der Stammfunktion
hat, die ich durch die Einfithrung eines Minuszeichens vor der Exponenti-
alfunktion ausgleichen kann. Setze ich nun dieses Zwischenergebnis oben
ein, dann ergibt sich:

/x2 e ¥dx = (—e ) - x? — /(—e”‘) <2x dx

= —xz-e_"—i—Z/x-e_"dx

= —xt. e 4 2(—x-eF—e)

= —x?-e ¥ —2x-eF—2e7%,

Fiigt man wieder die Konstante ¢ hinzu, so ergibt sich das Ergebnis

/x2 e ¥dx=—x-e ¥ —2x-e ¥ —2eF+c.

(iii) Das Integral [ x - Inxdx sieht nicht viel anders aus als die ersten beiden

Integrale in dieser Aufgabe, und die Vermutung liegt nahe, dafy man es
auch genauso 16st. Hier triigt aber der Schein. Natiirlich kann ich versuchs-
weise g(x) = x und f'(x) = Inx setzen, aber dann entsteht das Problem,
ein passendes f zu finden, dessen Ableitung genau In x ist. Selbst wenn man
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nach einigen Miihen zu der Funktion f(x) = xlnx — x gelangen sollte, fiir
die tatsédchlich f'(x) = Inx gilt, so sieht dieses f doch ein wenig kompliziert
aus. Es konnte also sinnvoll sein, es einmal anders herum zu versuchen. Ich
setze also:

X2

f(x) =x, g(x) =Inx, also f(x) = ER gx) = %,

denn die Ableitung von Inx ist . Mit der partiellen Integration folgt dann:

2 1 2
/x-lnxdx = x—-lnx—/f~x—dx
2 x 2
x? X
= —.lnx— | = dx
2 2
2 1 J
= x—-lnx—f/xdx
2 2
x? x?
= — - lnx— —,
2 4

denn "72 ist Stammfunktion zu x. Also gilt:

2 2
/x~lnxdx:x—-1nx—x—+c.
2 4

Man sieht an diesem Beispiel, daf es manchmal sinnvoll ist, vom vertrauten
Standard abzuweichen.

8.5 Berechnen Sie das Integral

/ arctan x dx.

Hinweis: Man braucht zuerst die partielle Integration und danach die Substitu-
tionsregel.

Losung Ohne den Hinweis wére man bei diesem Integral erst einmal etwas ver-
loren, aber vielen Leuten geht es vermutlich auch mit dem Hinweis nicht besser.
Schliefillich erwartet die partielle Integration eine Produkt der Form f’'(x) - g(x),
und im Integranden arctan x ist beim besten Willen kein Produkt zu entdecken.
Man kann aber leicht ein Produkt herstellen, indem man arctanx = 1 - arctan x
schreibt. Um darauf die partielle Integration anzuwenden, muf ich mich nur
noch entscheiden, was f’(x) und was g(x) sein soll. Diese Entscheidung fillt
aber leicht. Wiirde ich f'(x) = arctanx setzen, dann miifite ich dazu ein pas-
sendes f finden, und das heifit, daf ich eine Stammfunktion zum Arcustangens
auftreiben miisste. Das ist aber genau die Aufgabenstellung, um die es hier geht,
denn das unbestimmte Integral ist nur eine andere Schreibweise fiir die Stamm-
funktion. Ich miisste also zuerst das Problem losen, bevor ich das Problem losen
kann, und das ist keine vertretbare Methode. Ich wéhle also den anderen Weg
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und setze f'(x) = 1. Dann mufl g(x) = arctan x sein, und aus der Differential-
rechnung wissen Sie (oder konnen es nachlesen), dafl g'(x) = p%xz gilt. Ich habe
also:

f'(x) =1, g(x) =arctanx, also f(x) =x, g'(x) = e

Die partielle Integration liefert dann:

1
1-arctanx dx = x - arctanx — [ x - —— dx.
1+ x2

Damit ist die partielle Integration erledigt, und ich mufl sehen, wie ich auf
andere Weise weiter komme. Der Hinweis zur Aufgabe sagt mir aber schon, was
ich zu tun habe: es geht um eine Anwendung der Substitutionsregel. Diese Regel
beschreibt, wie man eine bestimmte Art von Produkten integrieren kann. Sobald
Sie einen Integranden der Form g'(x) - f(g(x)) mit einer stetigen Funktion f
und einer differenzierbaren Funktion g haben, kann man das Integral

/g'(X) - f(g(x)) dx

berechnen, indem man eine Stammfunktion F von f sucht, und in diese Stamm-
funktion dann die innere Funktion g(x) einsetzt. Die Substitutionsregel sagt also:

/g’(x) - f(g(x)) dx = F(g(x)) = /f(g) g,

denn die letzte Gleichung sagt nur aus, daf} ich die Funktion f integrieren muf3,
und zwar nach der Variablen g, so daf} also am Ende genau F(g) herauskommt.

Im Fall des Integrals [ x- IJ%XZ dx brauche ich also ein f und ein g. Die innere
Funktion g(x) ist schnell gefunden, denn eine innere Funktion wird dadurch
charakterisiert, daff man mit ihr noch etwas anstellt, und dafiir gibt es den
Kandidaten g(x) = 1 + x?: immerhin wird von g(x) der Kehrwert genommen.
Nun ist aber g’(x) = 2x, und den Faktor 2x habe ich nicht im Integral. Ich habe
ihn aber fast, denn der Faktor x kommt vor, und mit konstanten Faktoren kann
man beim Integrieren beliebig manipulieren. Es gilt also:

1 1 1
/x-idxzf/Zx-idx.
14 x2 2 1+ x2

Mit diesem einfachen Trick habe ich jetzt die Ableitung ¢’(x) im Integral stehen.
Da der Kehrwert von g genommen wird, bietet sich fiir f die Funktion f(x) = 1
an. Dann ist ndmlich

1 1

f(gx) = @ = W,
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und das Integral hat jetzt die Form:

1 1 1 1/,
/xmdxzi/Zxdezz/g(x)f(g(x))dx

Nach der Substitutionsregel ist dann
Ll 1 B P PR P
E/g(x)-f(g(x)) dx = 2/f(g) dg = Z/g dg = 2ln|g| = 2ln(l—i-x ).

Die Stammfunktion zu é ist ndmlich In |g|, und in der letzten Gleichung mufite

ich nur noch das einsetzen, was g eigentlich ist, ndmlich g(x) = 1 + x*. Daf
dabei die Betragsstriche wegfallen, liegt daran, dafl 1 + x* von alleine immer
positiv ist. Insgesamt ergibt sich dann:

1 1 R
arctanx dx = x -arctanx — | x- —— dx = x-arctanx — — In(1 + x°) +c.
1+ x2 2

8.6 Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe der Substitutionsregel.
i) [ dx
(i) [ x-sin(x?) dx;
2x2 .
(i) [ o= dx

(iv) [cosx - ein* dx.

Losung Das Prinzip der Substitutionsregel habe ich schon in Aufgabe 8.5 be-
schrieben. Es geht darum, Integrale der Form [ g'(x)- f(g(x)) dx etwas einfacher
aufzuschreiben, so dafl sie ausgerechnet werden konnen. Zu diesem Zweck in-
tegriert man einfach die Funktion f ohne weiteren Zusatz, aber nicht nach der
vertrauten Variablen x, sondern nach der neuen Variablen g. Damit erhdlt man
natiirlich eine Stammfunktion von f, ndmlich F(g), denn die Integrationsvaria-
ble war hier g. Es gilt also:

/g/(x) - f(g(x) dx = F(g(x)) = /f(g) dg.

Wem diese Formel zu lang und unangenehm ist, der kann sie sich auch anders
merken. Schreibt man g'(x) = %, wie es auch héufig iiblich ist, so kann man
rein formal nach dg auflosen und erhdlt dg = g’'(x)dx. Im gegebenen Integral
kommt aber g'(x)dx vor, da g’(x) ein Faktor des Integranden ist. Da ich nun
g (x)dx ersetzen kann durch dg, bleibt im Integral nur noch f(g) ibrig, das
dann nicht mehr nach x, sondern nach g integriert werden muf3.

(i) Das Integral [ @ dx muf ich zuerst in die passende Form umschreiben.
Die Substitutionsregel verlangt ein Produkt, und deshalb verwandle ich den
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Bruch im Integranden in ein Produkt aus < und +/Inx. Dann gilt:

I;IX dx:/%w/lnx dx.

Zur Anwendung der Substitutionsregel brauche ich immer eine innere Funk-
tion g(x), deren Ableitung g'(x) als Faktor im Integral vorkommt. Das ist
praktisch, denn hier habe ich genau die richtige Situation: bekanntlich ist
(Inx) = %, und damit ist es sinnvoll, g(x) = In x zu setzen. Ich erhalte also:

[t s s o

Das 1df3t mir keinen Spielraum mehr fiir die Festsetzung von f: natiirlich
muf f(x) = /x und damit auch f(g) = ,/g gelten. Nach der Substitutions-
regel kann ich nun den Ausdruck g'(x)dx durch dg ersetzen und erhalte:

T2 2 ;
/g(x) V&) dx—/fdg /gz dg=%=§gf=3(lnx)f.
2

In der ersten Gleichung habe ich die Substitutionsregel angewendet und
g (x)dx durch dg ersetzt. Dann habe ich ,/g als Potenz g% geschrieben, um
die tibliche Integrationsregel fiir Potenzen anwenden zu konnen. Das habe
ich dann im nédchsten Schritt getan, denn beim Integrieren einer Potenz
erh6ht man den Exponenten um eins und teilt dann die Potenz durch diesen
Exponenten. Der néchste Schritt ist pure Bruchrechnung, und zum Schlufl
habe ich fiir g wieder das eingesetzt, was es ist, ndmlich g(x) = Inx. Ich
habe also das Endergebnis:

VInx d
x

= 2(1nx)% +c
=3 .

Das Integral [ x-sin(x?) dx bietet nun methodisch kaum noch etwas Neues.
Zuerst mufl ich wieder g und g’ identifizieren, aber die einzige innere Funk-
tion, die iiberhaupt in Betracht kommt, ist g(x) = x* mit der Ableitung
g'(x) = 2x. Im Integral habe ich zwar nicht den Faktor 2x, aber doch im-
merhin den Faktor x, und der 14f3t sich leicht in den Faktor 2x verwandeln,
indem ich im Integral mit 2 multipliziere und vor dem Integral den Faktor
1 hinzufiige. Dann gilt:

/x -sin(x?) dx = %/Zx -sin(x?) dx = %/g’(x) -sin(g(x)) dx.
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Jetzt ist alles so, wie es die Substitutionsregel braucht. Ich kann wieder
g/ (x)dx ersetzen durch dg und erhalte:

%/ g'(x) - sin(g(x)) dx = %/ sing dg = %(— cosg) = —% cos(x?).

Das Schema ist das gleiche wie in der Teilaufgabe (i). Zuerst wende ich die
Substitutionsregel an. Dann integriere ich den neuen Integranden nach der
Variablen g, und da die Stammfunktion zum Sinus der negative Cosinus ist,
erhalte ich 1(— cos g). Zum Schlufl muf ich wieder nur fiir g das einsetzen,
was es ist, ndmlich g(x) = x*. Damit ergibt sich das Resultat:

1
/x -sin(x?) dx = - cos(x?) +c.

(iii) Auch zur Bestimmung des Integrals [

2x?
Vitx?
tionen vornehmen, bevor die Substitutionsregel angewendet werden kann.
Da diese Regel auf jeden Fall ein Produkt braucht, schreibe ich:

2x?

/de_ e
NS N

Damit diirfte 2x* ein Kandidat fiir g/(x) sein, aber das paflt nicht ganz,
weil die innere Funktion vermutlich aus dem Wurzelinhalt besteht, und
der lautet g(x) = 1 + x> mit der Ableitung g'(x) = 3x>. Wie man dieses
Problem 16st, haben Sie schon in Teilaufgabe (ii) gesehen: ich muf3 hier nur
den konstanten Faktor so manipulieren, daf} er in mein Schema hineinpafit,
und da man konstante Faktoren beliebig aus dem Integral heraus- oder in
das Integral hineinziehen kann, ist das auch nicht weiter schwierig. Es gilt
ndmlich:

2x% /
V1 +x3 «/1+x3

und damit habe ich im Integral die notige Ableitung g’(x). Mit der Substi-
tutionsregel folgt nun:

e dx=3 [ g0 dr=3 [ - dg
N V8(x) 3/ V8

denn ich darf wieder g'(x)dx durch dg ersetzen. Ab jetzt ist es nur noch
eine Routineaufgabe. Ich schreibe den Integranden ﬁ als Potenz g7, und
daraus folgt:
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Alles was hier zu beachten ist, sind die Regeln der Potenzrechnung und
der Bruchrechnung sowie der Umstand, daf} Sie am Ende fiir g wieder das
einsetzen miissen, was es ist, also g(x) = 1 + x°. Damit ergibt sich das
Ergebnis

to2x? 4
———dx=-V1+x+c
/ 1+ %3 3
(iv) Das Integral [ cosx-e‘"* dx ist von allen hier besprochenen Beispielen zur
Substitutionsregel das einfachste. Die Wahl von g ergibt sich fast von alleine,
denn es gibt hier nur die innere Funktion g(x) = sinx, deren Ableitung
g'(x) = cos x tatsdchlich auch als Faktor im Integral vorkommt. Damit ist

/cosx cetNF dx = /g/(x)eg(") dx.

Nach der Substitutionsregel kann ich wieder g’(x)dx durch dg ersetzen und
erhalte:

/g/(x)eg(x) dx = /eg dg — e — esinx’

denn e$ ist beim Integrieren nach der Variablen g seine eigene Stammfunk-
tion, und zum Schluf} habe ich nur wieder g(x) = sinx eingesetzt. Das
Resultat lautet also:

/cos xe* dx = eF + ¢,
8.7 Es seien a, b und k reelle Zahlen und es gelte a # 0. Berechnen Sie
/ (ax + b)* dx.

Losung Dieses Integral ist ein einfacher Anwendungsfall fiir die Substitutions-
regel, wobei eine kleine Falle eingebaut ist. Zunédchst sieht es gar nicht nach
der Substitutionsregel aus, weil im Integranden kein Produkt zu sehen ist, aber
Produkte lassen sich leicht herstellen, solange es nur um Konstanten geht, die
man dazumultiplizieren muf3. Es gibt ndmlich nur einen sinnvollen Kandidaten
fiir meine innere Funktion g(x), und das ist g(x) = ax + b. Nur diese Funktion
kann ich mit einem gewissen Recht als innere Funktion bezeichnen, da sie mit k
potenziert wird. Natiirlich hat sie die Ableitung g’(x) = g, und ich muf} daher im
Integranden den Faktor a zum Vorschein bringen. Das ist aber {iberhaupt kein
Problem, denn a ist eine von Null verschiedene konstante Zahl, und Konstan-
ten darf ich beliebig in das Integral hineinmultiplizieren oder aus dem Integral
herausziehen. Wenn ich also im Integral den Faktor a brauche, dann schreibe
ich einfach vor das Integral den Faktor i, und alles ist wieder ausgeglichen. Das
darf ich aber nur machen, weil ich weif3, daf a erstens von Null verschieden und
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zweitens eine Konstante ist. Es gilt also:

/(ax+b)k dx:l/a-(ax+b)k dx.

a

Mit g(x) = ax + b und g'(x) = a folgt dann aus der Substitutionsregel:

l . k _l ’ . k _l k
a/a (ax + b) dx—a/g(x) (g(x)) dx—a/g ag,

denn wieder kann ich g'(x)dx durch dg ersetzen, und dann bleibt im Integral
nur noch g* iibrig.

Damit ist die Substitutionsregel abgearbeitet, und ich muf8 nur noch g* in-
tegrieren. Hier ist allerdings die kleine Falle versteckt: von der Zahl k weif} ich
nur, dafd sie reell ist. Ich kann also fast immer die iibliche Integrationsregel fiir
Potenzen anwenden, die besagt, daff man den Exponenten um 1 erhéht und

dann die neue Potenz durch diesen Exponenten dividiert. Kurz gesagt: Stamm-
k-

funktion zu gk ist %. Das gilt aber nur fiir k # —1, denn fiir k = —1 hétte ich

dann eine Null im Nenner, was unter keinen Umstdnden erlaubt ist. Fiir k = —1

ist aber gk = g7 = é, und auch dafiir steht mit In|g| eine Stammfunktion zur

Verfiigung. Es gilt also:

k+1
/gkdgz{iﬂ , falls k # —1
In|g| , falls k = —1.

Setzt man das nun ein, so ergibt sich:

/(ax + b)kdx = { %(ux:fikﬂ , falls k # —1

ilnjax+b| , falls k=-1,

wobei ich gleich verwendet habe, dafl g(x) = ax + b gilt. Die iibliche Konstante
¢ habe ich hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit weggelassen.

8.8 Berechnen Sie mit Hilfe von Aufgabe 8.7:
i) [(5x+3)"7 dx;
(i) [+/x+1dx.

Losung Beide Integrale sind einfache Anwendungen des Ergebnisses aus Auf-

gabe 8.7. Dort hatten wir nachgerechnet, was das Integral [(ax + b)* dx ergibt,

und jetzt muf} ich nur noch sehen, welche Werte a, b und k in den beiden fol-

genden Aufgaben zum Tragen kommen.

(i) Fir das Integral [(5x + 3)'7 dx gilt a = 5,b = 3 und k = 17. Damit
bin ich nicht in dem kritischen Fall k = —1, sondern kann die vertraute
Exponentialregel anwenden. Aus dem Resultat von Aufgabe 8.7 folgt dann



204 Integralrechnung
sofort:

1 (5x+3)1® (5x +3)'®
17 _ . —
/(5x+3) dx_5 18 +c %0 +c.

(ii) Das Integral [ +/x + 1 dx zeigt, wie sinnvoll es war, in Aufgabe 8.7 nicht
nur natiirliche Exponenten k zuzulassen, sondern ganz allgemein k € R zu
betrachten. Es ist ndmlich

Vitl=(x+1)2=Ox+ 1)z,

Damit ist im Sinne von Aufgabe 8.7 a = b = 1 und k = ;. Aus 8.7 folgt
dann:

/Vx*l—ldX:/(xﬂLl)%dx:@—i—c:%'(x—l—l)%wtc.

2

8.9 Bestimmen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe der Partialbruchzerlegung.
: 4x—2 .

@ f xz—éx—SS dx;

(D) [ e ds

(iii) [ A2 dx.

x2+4x+5

Losung Das Verfahren der Partialbruchzerlegung beruht auf der Idee, einen
komplizierten Bruch in eine Summe aus mehreren einfachen Briichen zu zer-
legen, die man dann mehr oder weniger problemlos integrieren kann. Genauer
gesagt, geht man immer von einem Quotienten % zweier Polynome p und g
aus, wobei der Grad, also der hochste Exponent, des Zahlerpolynoms kleiner
sein muf als der Grad des Nennerpolynoms. In diesem Fall kann man tatsdch-
lich eine Zerlegung in einfachere Briiche vornehmen, die sich an den Nulistellen
des Nennerpolynoms orientiert. Ist ndmlich a € R eine k-fache Nullstelle des
Polynoms q(x), so kann man aus q(x) den Linearfaktor (x — a)* herausziehen.
Der Ansatz besteht nun darin, dafl eine solche k-fache Nullstelle a zu k ver-
schiedenen Summanden der Zerlegung fiihrt: der erste hat den Nenner x — g,
der zweite den Nenner (x — a)?> und so weiter bis hin zum letzten, der den
Nenner (x — a)* hat. Die Zahler sind dabei jeweils irgendwelche Konstanten,
die man nicht von vornherein kennt, und in der Berechnung dieser Konstanten
liegt dann die eigentliche Arbeit. In der Regel verwendet man dazu ein lineares
Gleichungssystem, wie Sie gleich sehen werden.

(i) Zur Berechnung von [ xzf’;ﬁ 55 dx brauche ich die Nullstellen des Nenners.

Die Gleichung x* — 2x — 35 = 0 hat die Losungen

x1,2:1:|:«/1+35:1:|:v36:1:|:6.
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Also ist x; = —5 und x, = 7. Ich kann daher das Nennerpolynom zerlegen
in die Faktoren

x? —2x —35=(x+5)(x — 7).

Da beide Nullstellen einfach sind, resultiert auch aus jeder Nullstelle nur ein
Summand, der dann den Nenner x + 5 bzw. x — 7 haben muf}, wihrend die
Zahler irgendwelche konstanten Zahlen sind, die ich jetzt berechnen will.
Ich mache also den Ansatz:

dx — 2 _ A n B
x2—2x—35 x45 x-—7

Das Ziel besteht jetzt darin, an die unbekannten Zahler A und B heranzu-
kommen, denn erst dann kann ich das Integral konkret ausrechnen. Um den
Ausdruck etwas {ibersichtlicher zu gestalten, multipliziere ich die Gleichung
mit dem Hauptnenner (x + 5)(x — 7). Wegen X2 —=2x—35=(x+5)(x—7)
fallt dann auf der linken Seite der Nenner weg. Auf der rechten Seite kiirzt
sich im ersten Bruch x 45 und im zweiten Bruch x — 7 heraus. Damit folgt:

4x —2 = A(x—7)+ B(x+5).

Da auf der linken Seite alles ordentlich nach Potenzen von x sortiert ist,
nehme ich diese Sortierung auch auf der linken Seite vor. Dann ist

4x—2=Ax—7A+Bx+5B=x(A+B) —7A+ 5B.

Nun steht aber links und rechts jeweils ein Polynom ersten Grades, und
die Gleichung besagt, dafl beide Polynome gleich sein sollen. Das geht nur,
wenn die beiden Polynome die gleichen Koeffizienten haben: der Vorfaktor
von x muf$ auf beiden Seiten gleich sein, und auf beiden Seiten muf3 auch
dasselbe absolute Glied stehen. Somit folgt:

A + B = 4
—7A + 5B = 2.

Das ist nun ein lineares Gleichungssystem mit den zwei Unbekannten A
und B. Ich kann beispielsweise das Siebenfache der ersten Gleichung auf die
zweite addieren und erhalte:

26 13
12B =126, also B= — = —.
12 6
Damit wird
13 11

A=4—-B=4——=—.
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Die Hauptarbeit ist nun getan. Ich habe herausgefunden, daf}

4x —2 _%+1§_11 L1
x2—2x—35 x+5 x—-7 6 x+5 6 x—7

gilt. Fiir das gesuchte Integral bedeutet das:

4dx — 2 11 1 13 1
J A B S A L
x2 —2x—35 6 x+5 6 x—7

11 13
= Zln|x+5|+gln|x—7|+c,

wobei Sie die Integrale beispielsweise mit Hilfe der Formel aus Aufgabe 8.7
mit k = —1 berechnen kénnen.

Auch wenn das Integral | ﬁ dx nach dem gleichen Prinzip behandelt
werden kann wie das Integral in Teilaufgabe (i), gibt es doch einen wesent-
lichen Unterschied, den Sie gleich sehen werden. Zuerst suche ich wieder
nach den Nullstellen des Nenners. Die entsprechende Gleichung lautet hier
aber

X +3x>—4=0,

und das ist leider eine Gleichung dritten Grades, die man nicht mehr so
einfach 16sen kann wie eine quadratische Gleichung. Immerhin kann man
hoffen, eine erste Losung durch genaues Hinsehen zu erraten, und tatséch-
lichist 1> +3-12—4 =143 — 4 = 0. Somit ist x; = 1 eine Nullstelle
des Nenners. Die weiteren Nullstellen kann ich herausfinden, indem ich aus
dem Polynom q(x) = x* 4+ 3x* — 4 den Linearfaktor x — 1 abdividiere. Das
geht beispielsweise mit Hilfe des Horner-Schemas, das Sie in den Erkldrun-
gen zu den Aufgaben 5.3 und 5.4 finden. Mit ihm kann ich das quadratische
Polynom ¢, (x) finden, das die Gleichung q(x) = (x — 1) - q;(x) erfiillt. Fiir
q(x) = x> +3x* —4 und x, = 1 ergibt sich dann folgendes Horner-Schema:

1 —4

+
4

>—A—|—b~>
>+ o

Xlzl
144 0

Nach dem allgemeinen Prinzip des Horner-Schemas stellen dann die er-
sten drei Eintrdge der dritten Zeile gerade die Koeffizienten des gesuchten
Polynoms ¢, dar. Es gilt also:

q1(x) = x* + 4x + 4.
Nun ist aber g(x) = (x — 1) - q1(x), und das bedeutet konkret:

432 —4=(x—1) (x> +4x+ 4).
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Daher teilen sich die Nullstellen meines Nenners auf in die Nullstelle x; = 1
des Linearfaktors x — 1 und die beiden Nullstellen des Faktors x> + 4x + 4.
Die kann ich allerdings leicht mit der p, g-Formel bestimmen. Es gilt:

X273=—2:i:\/4— = —-2.

Es stellt sich also heraus, dafl der Nenner neben der einfachen Nullstelle
x; = 1 auch noch die doppelte Nullstelle x, = x; = —2 hat. Somit lautet
die Zerlegung des Nenners:

43t —4=(x—1(x+2)>

Damit ist schon viel gewonnen, denn jetzt ist klar, wie die Zerlegung des
Integranden aussehen mufl. Aus der einfachen Nullstelle x; = 1 gewinne ich
einen Summanden mit dem Nenner x — 1, und aus der doppelten Nullstelle
X, = x3 = —2 resultieren zwei Summanden: einer mit dem Nenner x + 2
und einer mit dem Nenner (x + 2)?. Der Ansatz fiir die Zerlegung lautet
also:

2x A B, B,
= + + :
xX>+3x2—4 x—-1 x4+2 (x+2)?

Diese Gleichung multipliziere ich mit dem Hauptnenner (x—1)(x+2)>. Dann
fallt auf der linken Seite der Nenner weg, wiahrend sich auf der rechten Seite
jeweils die Faktoren herauskiirzen, die bei den einzelnen Summanden im
Nenner stehen. Es folgt also:

2x = A(x 4+ 2>+ Bi(x — D)(x +2) + By(x — 1).

Jetzt gehe ich genauso vor wie schon bei Teilaufgabe (i): ich ordne die rechte
Seite nach den Potenzen von x. Dann gilt:
2x = A(x+2)?> +Bi(x — 1)(x+2)+Ba(x — 1)
= A(x*+4x+4) +B (x> +x—2)+B(x — 1)
= x’(A+ B;) + x(4A + B, + B,) + 4A — 2B, — B,.
Nun habe ich wieder zwei Polynome, die gleich sein sollen, und das bedeutet,

daf ihre Koeffizienten gleich sein miissen. Wegen 2x = 0x? + 2x + 0 heifit
das:

A+Bl :0
4A + B, + B, = 2
4A — 2B, — B, = 0.

Das resultierende lineare Gleichungssystem besteht also aus drei Gleichun-
gen mit drei Unbekannten. Wie iiblich, kann man es mit dem bekannten
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Gauf3-Algorithmus 16sen. In Matrixform lautet das System:

1 0
1 1

[ ]
S NN O

-2 -1

wobei die Eintrédge dieser Matrix entstehen, indem man die Koeffizienten des
Gleichungssystems einschliellich der rechten Seite in die einzelnen Zeilen
schreibt. Zieht man das Vierfache der ersten Zeile von der zweiten und der
dritten Zeile ab, so ergibt sich die Matrix:

1 0
-3 1
—6 —1

S O =
[« S M)

Nun ziehe ich die doppelte zweite Zeile von dritten ab. Das fiihrt zu:

11 0 O

0-31 2

00 -3 —4
Die letzte Gleichung lautet jetzt also —3B, = —4, also B, = 1. Die zweite
Gleichung lautet —3B; + B, = 2, und mit B, = % folgt daraus B, = —%.

Schliefllich lautet die erste Gleichung noch immer A + B; = 0, und deshalb

ist A = . Damit habe ich alles gefunden, was ich fiir meine Zerlegung

brauche. Es gilt jetzt:
2x 2 1 1

2 1
x3+3x2—4_7.x—1_§'x+2+

(x+2)%

4
3
Fiir das Integral folgt daraus:

2 2 1 2 1 4 1
/7xdx=7/ dx — = —dx—l—f/idx
x3+3x2—4 9) x—1 9) x+2 3) (x+2)2

4 1

21| 1 21|+2| +
= —Inlx—1|—-In|x —— ——+c
9 9 3 x+2

Dabei folgen die ersten beiden Integrale aus der Formel in Aufgabe 8.7 mit
k = —1, wdhrend das dritte Integral ebenfalls mit Hilfe von Aufgabe 8.7
berechnet wird, aber mit k = —2. Das ergibt dann:

1 _ ) . 1 1
/7@_’_2)2 dx_/(x+2) dx=(-1)-(x+2)" = Pt

Insgesamt habe ich also:

/ 2% dx=Zlnjx—1]— lnjx+2) — 2. 14
——————— adX = —1n|x — — —In(x —_ = C.
x3 4+ 3x2—4 9 9 3 x4+2
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(iii) Wahrend bei den Integralen in den Teilaufgaben (i) und (ii) die Nenner
ordentlich in reelle Linearfaktoren zerlegt werden konnten, ist die Lage bei
J #5525 dx ein wenig anders. Das quadratische Polynom x* 4 4x + 5 hat
die Nullstellen

Xio=—24Vd—5=—2+4V—1=-2+4i

und deshalb kann der Nenner nicht in zwei reelle Linearfaktoren zerlegt
werden. In diesem Fall kann man auf zwei verschiedene Arten vorgehen. Es
gibt beispielsweise eine allgemeine Losungsformel, die jedes Integral dieser
Art erledigt. Ist ndmlich x? + px + q ein quadratisches Polynom mit den
komplexen Nullstellen a+ b -i und a — b - i, dann ist

A B A A B —
/ﬁdx:ilnbf—i—px—i—ql—i— a;_ arctan(u>+c.

Das sieht zwar nicht sehr vergniiglich aus, aber wenn man diese allgemeine
Losungsformel einmal zur Verfiigung hat, kann man das Integral leicht aus-
rechnen. Im Nenner habe ich ja gerade so ein Polynom mit zwei komplexen
Nullstellen —2 + i und —2 — i, und auch der Zdhler 2x 4 5 pafit ohne wei-
teres in das Schema dieser Losungsformel. Es ist also 2x + 5 = Ax + B und
x> +4x + 5 = x* + px + q. Damit erhalte ich:

A=2,B=5p=4,q=5a=-2b=1,

denn die beiden Nullstellen des Nenners heiffen in der allgemeinen Formel
a + bi. Einsetzen in die allgemeine Formel ergibt dann:

2 5 2 2-(=2 5 2
/de:7ln|x2+4x+5|+¥arctan x+2 +c
x> 4+4x+5 2 1 1

= In|x* + 4x 4 5| + arctan(x + 2) + c.

Damit ist das Integral zwar vollstindig berechnet, aber die Methode ist
doch etwas unbefriedigend, weil Sie von der Existenz einer undurchsichtigen
Losungsformel abhidngig sind. Man kann das Integral aber auch zu Fuf
ausrechnen, nur dauert das eine Weile und ist nicht so einfach. Ich werde
den Rechenweg hier kurz vorstellen.

Zunichst fillt auf, daf fiir die Ableitung des Nenners (x*+4x+5) = 2x+4
gilt, und das habe ich fast im Zihler stehen. Ich teile deshalb das Integral

auf in
2 5 2 4 1
/de:/de-i—/idx
x24+4x+5 x4 4x+5 x244x+5
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Nun berechne ich das erste Integral in dieser Summe. Mit g(x) = x> +4x+5
ist g'(x) = 2x + 4, und deshalb gilt:

2x + 4 g(x) _ , L
/x2+4x+5 x-/g(x) g(x) dx

Nach der Substitutionsregel kann ich nun wieder g'(x)dx durch dg ersetzen.
Daraus folgt:

1
dx= [ = dg=1In|g| =In|x> + 4x + 5|.
g~ dx= [ dg=tnigl =1n) |

Damit ist das erste Integral berechnet. Fiir das zweite Integral schreibe ich
den Nenner etwas um, denn es gilt:

1 1
/idx:/—dx:/idx
x2+4x+5 x2+4x+4+1 (x+2)2+1

Wieder kommt die Substitutionsregel zum Einsatz. Mit g(x) = x + 2 ist sie
sogar besonders einfach anzuwenden, weil hier g’(x) = 1 gilt und man den
Faktor 1 nicht erst kiinstlich dazu multiplizieren muf3. Es gilt also:

1 ) 1 B 1
/(x+2)2+1 dx:/g(x)'(g(x))2+1 dx_/g2+1 dg.

wobei ich im letzten Schritt wieder einmal g'(x)dx durch dg ersetzt habe
Das letzte Integral ist aber leicht zu 16sen, denn eine Stammfunktion zu

g2+1
ist der Arcustangens, angewendet auf die Variable g. Damit folgt:
/ ! d / ! d t + tan(x + 2) +
——— dx = = arctan ¢ = arctan(x c.
(x+2)2+1 g1 &

Wenn Sie nun beide Teilintegrale addieren, dann kommen Sie genau auf das
Ergebnis, das auch die allgemeine Losungsformel geliefert hat.

Berechnen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale.

f dx;

fx~e"‘ dx;
0

2
e 1
(111) ‘lf«/ﬁ dx.

Losung Uneigentliche Integrale sind bestimmte Integrale einer ganz besonde-
ren Sorte. Wiahrend man bei den {iblichen bestimmten Integralen zwei Integra-
tionsgrenzen hat, die im Definitionsbereich des Integranden f liegen, ist das
bei uneigentlichen Integralen nicht mehr der Fall: mindestens eine Integrations-
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grenze kann man hier nicht in die Funktion einsetzen, sei es, weil sie unendlich
grof ist, oder weil sie zwar eine gewdhnliche Zahl ist, der Integrand aber in
dieser Zahl nicht definiert werden kann. Das geht natiirlich nur dann, wenn
zwar diese Integrationsgrenze nicht in f eingesetzt werden darf, man sich aber
doch der Grenze ndhern kann, ohne den Definitionsbereich von f zu verlassen.
In diesem Fall kann man sich ndmlich mit einem Grenzprozefl der kritischen
Integrationsgrenze nidhern und dabei hoffen, dafl die entsprechenden Integrale
sich eindeutig auf einen Grenzwert zu bewegen.

@

(i)

oo
Das Integral [ % dx ist genau so ein Fall. Offenbar ist die untere Integrati-
1

onsgrenze 1 unproblematisch, denn ich kann die 1 jederzeit in die Funktion
% einsetzen. Am oberen Ende habe ich aber nicht einmal eine Zahl, son-
dern das co-Symbol, und das bedeutet, ich mufy das Integral mit einem
Grenzprozef berechnen. In aller Regel ist es dabei sinnvoll, erst einmal das

unbestimmte Integral anzugehen. Es gilt:

1 4 x~? 1
/?dx:/x dx:_i?,‘i‘cz_g—’—c.

Die Konstante hitte ich allerdings weglassen kdnnen, denn bei der Berech-
nung bestimmter Integrale subtrahiert man zwei Werte der Stammfunktion
voneinander, und dabei fillt ¢ auf jeden Fall heraus. Fiir eine beliebige Zahl
a > 1 gilt nun:

a4 1 1
= —— 4+ —.

?1 1
d
) 3> 3

;. xt 353
Nun ist meine obere Integrationsgrenze aber nicht eine Zahl a > 1, sondern

Unendlich, und deshalb muf$ ich mit dem Wert a gegen Unendlich gehen.
Damit ergibt sich:

Rl | |
/ = dx = lim i dx
X a— 00 X

1

I 1 n 1
= lim (—=— + =
a—>00 3a3 3

Also ist

(&)
Auch das Integral [ x-e™* dx 1af3t sich nach dem gleichen Schema behandeln.
0

Ich berechne also zuerst wieder das unbestimmte Integral, und zwar mit der



212

Integralrechnung
Methode der partiellen Integration. Ich wéhle hier:
fl(x) =e*, g(x) =x, also f(x) = —e*, ¢'(x) = 1.

Dann ist:

/x~e"‘ dx = (—e"‘)-x—/l-(—e"‘) dx
—x~e_x+/e_x dx

= —x-e —e“+c

Fiir a > 0 folgt dann:
a
/ x-edx=-x-e —e l=—ae—e?— (=) =1—ae " —e "
0

a

Nun mufl wieder a gegen Unendlich gehen. Wegen e~ = % ist Klar, daf
dann e™“ gegen Null geht. Und auch der Ausdruck ae™® = 5 ist nicht schwer
in den Griff zu bekommen. Fafit man fiir einen Moment a als unabhéngige
Variable auf, so gilt nach der Regel von I’Hospital:

. a . 1
lim — = lim — =0,
a—o00 e4 a—o00 e4
denn die Ableitung des Zdhlers nach der Variablen g ist 1, wihrend der Nen-
ner beim Ableiten nach a wieder die Exponentialfunktion liefert. Insgesamt
folgt:

o0 a
/ x-e*dx = lim x-e *dx
0

a— 00 0
= liml—age®—e“*=1.
a— 00
2
(iii) Etwas anders sieht es bei dem Integral [ J% dx aus. Hier kommt die Inte-
1

grationsgrenze oo nicht vor, aber dafiir lautet die untere Integrationsgrenze
1, und die 1 darf ich in die Funktion f(x) = \/)% nicht einsetzen. Ich habe
es also auch hier mit einem uneigentlichen Integral zu tun und werde mich
per Grenzwert an die untere Grenze 1 herantasten. Zundchst gilt fiir das

unbestimmte Integral:

2

/ ! dx:/u—JY%Mr:g%iE:ZW—lﬁzzvx—L

x—1

Fir 1 < a < 2 folgt damit:

2

1

/' dx=2vx—12=2v2-1-2Va-1=2-2Va—1.
a vVx—1
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Nun muf allerdings noch a gegen die kritische Integrationsgrenze 1 laufen.
Mit a — 1 geht aber a — 1 — 0 und damit auch 2+/a — 1 — 0. Das fiihrt
dann zu:

S| S|
dx = lim dx = limQ2 — 24/a—1) = 2.
/1 x—1 a—1 a Jx—1 a—1

8.11 Berechnen Sie die Fliche, die von den Funktionen f(x) = x und g(x) = x°
eingeschlossen wird.

Losung Die beiden Funktionen sind in Abbildung 8.2 aufgezeichnet.

Um die Fliche zu berechnen, die sie beide einschlieflen, mufi man die ein-
zelnen Fldchenbereiche ermitteln, die jeweils zwischen zwei Schnittpunkten der
Funktionskurven liegen, und zum Schluf die Einzelflichen addieren. Die Schnitt-
punkte der Funktionskurven sind aber genau die Punkte, in denen die beiden
Funktionen die gleichen Funktionswerte haben, in denen also die Gleichung
f(x) = g(x) erfiillt ist. Ich muf also daher zuerst die Gleichung x = x> 16sen.
Das ist nicht weiter aufegend, denn es gilt:

x=xox—x=0&x(1—x")=0<x x(1—x)(1+x)=0.

Die Nullstellen lauten also x; = —1, x, = 0 und x3 = 1. Das macht auch sofort
deutlich, in welchen Bereichen die einzelnen Flicheninhalte ausgerechnet werden
miissen: erst zwischen —1 und 0 und dann zwischen 0 und 1. Und die Fliache
zwischen den beiden Funktionen berechnet man, indem man das Integral der
Differenzfunktion zwischen zwei Nullstellen ausrechnet und anschliefiend den
Absolutbetrag nimmt, da eine Fliche nicht negativ sein darf. Zwischen —1 und

Bild 8.2. f(x) = x und g(x) = x°
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0 gilt also:

0 2 4710
/x—x3dx r_x
_1 2 4],

und genauso findet man fiir die Flache zwischen 0 und 1:

1 2 471
/x—x3dx r_X =
0 2 41,

Die Gesamtfliche betrdgt daher

’11‘1
0 =

Fliche =

+

I
I
[\

8.12 Berechnen Sie das Volumen des Paraboloids, das entsteht, wenn man die
Parabel f(x) = /x zwischen 0 und a > 0 um die x-Achse dreht.

Losung Es gibt eine einfache Methode, mit der man das Volumen eines solchen
Rotationskorpers berechnen kann. Ist f : [b, c] — R eine stetige Funktion, deren
Funktionskurve um die x-Achse gedreht wird, dann gilt fiir das Volumen des
entstehenden Korpers:

V= W/c(f(x))z dx.
b

In diesem Fall ist f : [0, a] — R definiert durch f(x) = /x. Dann ist (f(x))* =
(v/x)? = x, und fiir das gesuchte Volumen folgt:

a 2
V:ﬂ'/xdx:77~x—
0 2

a 2 2

8.13 Man definiere f : [3, 8] — R durch

N3,

[SSEIR S

fx) =

Berechnen Sie die Lange der Funktionskurve von f.

Losung Auch fiir die Lange einer Funktionskurve, die sogenannte Bogenlinge
gibt es eine {libersichtliche Formel. Ist f : [a, b] — R eine stetig differenzierbare
Funktion, so hat ihre Funktionskurve die Lange:

b
L:/ V14 (f/(x))? dx.
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Mit f(x) = 2-+/x* = 2. x7 ist nun

flx) = X7 =

[SSER )
N | W

Folglich ist (f'(x))? = ﬁz = x, und fiir die Bogenlidnge folgt:
8
/ V14 (f'(x)? dx
3
8
= / V1+xdx
3

8
/ (14 x)? dx
3

8

L

2 3
= §(1+x)23

2 3 3
=5 (" -4)
_ %'(“/_3_‘/13)
= 2.6

2 38

8.14 Berechnen Sie numerisch das bestimmte Integral

/16dx
0o VA—x2

Verwenden Sie dabei die Trapezregel, indem Sie mit n = 5 starten und mit der
Genauigkeitsschranke € = 0.01 rechnen. Die Rechnungen sind mit mindestens
vier Nachkommastellen durchzufiihren.

Losung Oft genug kann man ein bestimmtes Integral nicht auf die iibliche ana-
lytische Weise ausrechnen, weil die Funktion im Intgral zu kompliziert ist, um
die Berechnung einer Stammfunktion zuzulassen. In solchen Fillen bleibt Thnen
nur der Rickgriff auf die numerische Integration, und das bedeutet, daf} Sie
einen Niherungswert fiir das Integral bestimmen, ohne eine Stammfunktion zur
Verfiigung zu haben. Von der Vielzahl der Methoden zur numerischen Integra-
tion werden ich hier zwei recht angenehme und auch weitverbreitete Methoden
besprechen: die Trapezregel und die Simpsonregel.

Die Grundidee der Trapezregel ist einfach genug. Da ich die Funktion selbst
nicht integrieren kann, muf} ich sie durch eine einfachere Funktion annéhern,
deren Integral keine Schwierigkeiten macht, und so eine Funktion ladf3t sicht
leicht finden.
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Bild 8.3. Trapezregel

Ist f : [a, b] — R die zu integrierende Funktion, so unterteile ich das Intervall
[a, b] in n Teilstiicke gleicher Lange. Ich setze also h = b’T“ und trage auf der

x-Achse die Punkte
Xo=a,xi=a+hx;=a+2h,..xp,o1=a+m—-1)-hx,=a+n-h

ein. Dann ist aber
b—
xn:a+n-h:a+n~—a:a+b—a:b.
n

Somit entspricht der erste meiner Punkte dem Intervallanfang und der letzte
dem Intervallende, wobei jeder Punkt zum néchsten eine Entfernung von £ hat.
Die Idee der Trapezregel besteht nun darin, die Fliche zwischen der Funkti-
onskurve und der x-Achse aufzuteilen in die Flichen zwischen den einzelnen
Punkten x; und Xy, wobei k € {1, ..., n — 1} gilt. Die Summe der Teilflichen ist
dann natiirlich wieder das bestimmte Integral, aber die Teilflichen selbst kann
ich anndhern, indem ich den linken Funktionswert f(x) durch eine gerade Linie
mit dem rechten Funktionswert f(xx;1) verbinde und auf diese Weise ein Tra-
pez mit den Ecken xi, xx41, f(xx) und f(xx4;) erhalte. Wenn Sie dann die Tra-
pezflichen einzeln ausrechnen und aufaddieren, bekommen Sie eine Ndherung
fir die eigentliche Fldche, also eine Naherung fiir das bestimmte Integral. Ich
will Sie hier nicht mit der Herleitung der endgiiltigen Formel fiir die Trapez-
regel belasten, sondern schlicht mitteilen, daff man diese Néherungsfliche auf
einfache Weise ausrechnen kann, namlich durch

h
Tn =3 - (fCe0) + f () +2- (F(x0) + f(x2) + -+ 4 f 1))

Wie man diese Formel in eine einfache Tabelle umsetzt, sehen Sie gleich.
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Nun ist das bestimmte Integral

[ =
— dx
0 4 — x?

mit Hilfe der Trapezregel auszurechnen. Dazu muf ich aber wissen, in wie viele
Teilintervalle ich mein grofles Intervall [0, 1] aufteilen muf} und wie genau meine
Néherung sein soll. Die Anzahl der Teilintervalle habe ich in der Aufgaben-
stellung mit n = 5 angegeben, aber iiber die Rolle der Genauigkeitsschranke
€ = 0.01 mufl ich noch ein paar Worte verlieren. Man geht oft so vor, daf§
man mit irgendeinem # startet und daraus eine erste Ndherung T, berechnet.
Im néchsten Schritt wird dann die Anzahl der Teilintervalle verdoppelt und eine
neue Nidherung berechnet, und anschlieffend bestimmt man den Abstand der
beiden Néherungen, also ihre Differenz. Wenn diese Differenz schon sehr klein
ist, dann kann man davon ausgehen, daf eine weitere Erhéhung der Anzahl der
Teilintervalle nicht mehr viel bringt und die Ndherung schon genau genug ist.
Haben Sie dagegen eine Differenz, die noch iiber der Genauigkeitsschranke liegt,
dann miissen Sie das Spiel von vorne anfangen, die Anzahl der Teilintervalle
wieder verdoppeln und die erneut berechnete Ndherung mit dem vorherigen
Wert vergleichen - so lange, bis Sie mit der Differenz unter die vorgegebene
Genauigkeitsschranke fallen.
Wenn Sie nun noch einen Blick auf die Formel

h
Tu= 5 (fGr0) + fn) +2- (fOe) + f2) 4+ f(xa1))

werfen, dann werden Sie feststellen, dafl man sie in eine einfache Tabelle um-
setzen kann. Ich setze dazu

31 =f(x0) + f(xn) und 35 = f(x1) + f(x2) + -+ f(xn1).

Dann ist
h
T,= 5 (21 +23),

und das beriicksichtige ich, indem ich eine vierspaltige Tabelle verwende. In der
ersten Spalte stehen die laufenden Nummern, in der zweiten die notigen x-Werte,
in der dritten Spalte stehen nur die Funktionswerte, die zu 3, beitragen, und in
der vierten Spalte finden Sie nur die Funktionswerte, aus denen sich 3, zusam-
mensetzt. Da hier fiir den Anfang n = 5 gelten soll und ich mich auf dem Intervall
[0, 1] bewege, habe ich & = 0.2 und damit die x-Werte 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1. Die
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Tabelle sieht dann folgendermaflen aus:

k Xk S (xx) S (xx)
0 0 3
1 0.2 3.0151
2 0.4 3.0619
3 0.6 3.1449
4 0.8 3.2733
5 1 3.4641

6.4641 12.4952

Beachten Sie, dafl in der dritten Spalte nur die Funktionswerte von 0 und 1
stehen, denn nur diese Werte tragen etwas zu 3, bei. Die restlichen Funktions-
werte finden Sie in der letzten Spalte, also beispielsweise f(0.4) = 3.0619 und
f(0.8) = 3.2733. In der letzten Zeile sind dann die entsprechenden Summen
eingetragen, die ich mit 3, und 3, bezeichnet habe. Daher ist

3| = 6.4641 und 3, = 12.4952.
Damit folgt fiir die Trapezregel:

h 0.2
Ts = 7 (31+23) = - (6.4641 + 2 - 12.4952) = 3.14545.

Meine erste Ndherung lautet also Ts = 3.14545. Jetzt muf3 ich die Trapezregel
fiir das verdoppelte n anwenden, um nachzusehen, wie genau meine Rechnung
schon ist. Ich setze also n = 10 und demzufolge h = 0.1. Natiirlich wird die Sache
jetzt genauer, denn ich arbeite mit der doppelten Anzahl von x-Werten, ndmlich
0,0.1,0.2,0.3, ..., 0.9, 1. Am prinzipiellen Aufbau der zugehérigen Tabelle dndert
sich gar nichts, nur dafi sie jetzt doppelt so lang ist. Sie lautet:

k Xk fxo) £
0 0 3
1 0.1 3.0038
2 0.2 3.0151
3 0.3 3.0343
4 0.4 3.0619
5 0.5 3.0984
6 0.6 3.1449
7 0.7 3.2026
8 0.8 3.2733
9 0.9 3.3594
10 1 3.4641

6.4641 28.1937
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Nun ist 3, = 6.4641 und 3, = 28.1937. Daraus folgt:

h 0.1
Tig =2 - (31 +232) = — - (64641 +228.1937) = 3.14258.

Meine zweite Ndherung lautet also Ty = 3.14258. Die Differenz beider
Nédherungswerte betrégt:

IT10 — Ts| = 0.00287 < 0.01 = €,

also ist die gewiinschte Genauigkeit erreicht, und es gilt:

dx ~ 3.14258.

L' 6
/o V4 — x?

8.15 Berechnen Sie mit der Simpsonregel das Integral

S |
/7dx
| X244

mit fiinf Nachkommastellen bei einer Genauigkeitsschranke von € = 0.0001.
Verwenden Sie dabei fiir den ersten Durchgang 2n = 6.

Losung Nun sollen wir die Simpsonregel anwenden, bei der man noch einen
Schritt weiter geht als bei der Trapezregel. Das zugrunde liegende Intervall [a, b]
wird jetzt nicht mehr in n Teilstiicke aufgeteilt, sondern gleich in 2n, weshalb
ich hier h = bz—:l“ setzen mufl und auflerdem die 2n Punkte

Xo=a,x1=a+h,x;=a+2h,..xpm_1=a+Qn—1)-h,x;,=a+2n-h

erhalte. Mit dem gleichen Argument wie bei der Trapezregel ist x,, = b, also
habe ich tatsichlich eine vollstindige Aufteilung von [a, b]. Nur habe ich jetzt
viel mehr Punkte zur Verfiigung, so daf$ ich nicht nur wie bei der Trapezregel
zwei nebeneinanderliegende Funktionswerte durch eine gerade Linie verbinden
kann, sondern gleich jeweils drei Punkte nehme. Zieht man beispielsweise die
drei Punkte xo, x; und x, heran, dann kann man sich iiberlegen, daf} es genau
ein quadratisches Polynom p gibt, das an diesen drei Punkten die gleichen Funk-
tionswerte hat wie f selbst. So ein Polynom ist natiirlich deutlich runder und
glatter als ein Geradenstiick, und man kann hoffen, dafl die Fliche unter dem
Polynomstiick eine gute Ndherung fiir die Teilfliche von f zwischen x; und x,
ist. Und so macht man das immer weiter, von x, nach x4, von x4 nach x¢ und
so weiter, bis Sie bei x,, = b angekommen sind.

Glicklicherweise kann man mit etwas Aufwand auch diesen Prozef in eine
iiberschaubare Formel umsetzen. Sie lautet:

h
Sp = 3 (f (x0) +4f (x1) +2f(x2) +4f (x3) +
s 2f (xon—2) +4f (x2n—1) + f(x20))
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h
=3 (f (xo) + f(x2n) +4(f(x1) + f(x3) + -+ f(x2,-1))
F2(f (x2) + f(xg) + - -« fx20-2))).

Die Simpsonregel hat also den folgenden Aufbau. Zuerst werden der allererste
und der allerletzte Funktionswert addiert. Dann berechnet man die Summe der
Funktionswerte mit ungerader laufender Nummer, also f(x;) + f(x3) + -+ +
f(x24-1), die vierfach gerechnet wird. Und schliefllich werden alle Funktions-
werte mit gerader laufender Nummer addiert (mit Ausnahme des ersten und
des letzten) und zweifach gerechnet. Sobald Sie dann die Gesamtsumme mit
dem Faktor % multipliziert haben, verfiigen Sie {iber eine Néherung nach der
Simpsonregel. Will man die Formel etwas kiirzer schreiben, so geht man &hnlich
vor wie schon bei der Trapezregel und setzt

i =f(x0) + f(x20), 2 = f(x1) + f(x3) + -+ + f(X20-1)

und 35 = f(x2) + f(x4) + -+ + f(x20-2).

In diesem Fall gilt:

Sp = g (3 4455 4+25y).

Man kann die Ndherung nach der Simpsonregel mit Hilfe einer einfachen Ta-
belle ausrechnen. Soll das Grundintervall in 27 Teilintervalle gesplittet werden, so
schreibt man in die erste Spalte die laufenden Nummern 0, 1, ..., 2n. In die zweite
Spalte schreibt man die x-Werte x, x1, ..., X254, zu denen die Funktionswerte aus-
gerechnet werden miissen. Danach kommen drei Spalten mit Funktionswerten:
die erste dieser Spalten enthilt nur die Funktionswerte f(xo) und f(x,,), denn
das sind die einzigen, die nur einfach gerechnet werden. Die zweite dieser Spalten
enthdlt dagegen die Funktionswerte f(x;), f(x3), ..., f (x2n—1), denn sie alle wer-
den vierfach gerechnet. Und in der dritten dieser Spalten versammeln sich die
Werte f(x2), f(x4), ..., f(x21—2), die man in der Simpsonregel doppelt rechnet.
Setzt man nun wieder

3= f(xo) + f(x20), 2 = f(x1) + f(x3) + -+ + f(x20-1)

und 35 = f(x2) + f(x4) + -+ + f(x20-2).

so mufl ich 3, einfach rechnen, 3, dagegen vierfach und 5 doppelt, und die
drei Summen erhalte ich ganz einfach als Summen der Werte in der ersten, der
zweiten und der dritten y-Spalte. Sobald mir diese Werte also zur Verfiigung
stehen, ergibt sich als Ndherung:

Sn=§'(21+4'22+2'23)-
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Die Tabelle der Simpsonregel fiir 2n = 6 lautet dann fiir meine gegebene Funk-
tion:

k Xk f () f () f ()
0 1 0.2
1 1.5 0.16
2 2 0.125
3 2.5 0.09756
4 3 0.07692
5 3.5 0.06154
6 4 0.05
0.25 0.31910 0.20192

Damit ist 3; = 0.25, 3, = 0.31910, 33 = 0.20192, und aus der Formel fiir die
Simpsonregel ergibt sich:

S3

g (21 +43,+235)

0.5
=3 (0.25+4-0.31910 42 - 0.20192)
= 0.32171.

Um eine Genauigkeitsaussage treffen zu kénnen, verdoppelt man nun genau wie
bei der Trapezregel die Anzahl der Intervalle, halbiert also die Schrittweite h auf
0.25. Das ergibt die Tabelle:

k X f(xp) f(xp) f(xp)
0 1 0.2
1 1.25 0.17978
2 1.5 0.16
3 1.75 0.14159
4 2 0.125
5 2.25 0.11034
5 2.5 0.09756
5 2.75 0.08649
5 3 0.07692
5 3.25 0.06867
5 3.5 0.06154
5 3.75 0.05536
12 4 0.05
0.25 0.64223 0.52102

Damit ist 3; = 0.25, 3, = 0.64223, 33 = 0.52102, und aus der Formel fiir die
Simpsonregel ergibt sich:

S¢ = g'(zl +453,+235)
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0.25
= 3 (0.25+4-0.64223 42 - 0.52102)
= 0.32175.

Folglich ist
|S¢ — S3] =10.32175 — 0.32171] = 0.00004 < e,

und die gewiinschte Genauigkeit ist erreicht. Daher gilt:

S |
—— dx ~ 0.32175.
1 x-+4

8.16 Essei f :[a,b] — R ein Polynom dritten Grades. Zeigen Sie, dafl die
numerische Integration von f nach der Simpsonregel bei beliebigem n € N zum
exakten Ergebnis fiihrt, das heif3t:

b
/ f(x) dx =S,.

Losung Die numerische Integration, ganz gleich mit welchem Verfahren, liefert
in aller Regel nur eine Ndherungslosung, also eine Losung, die nicht ganz genau
dem exakten bestimmten Integral entspricht. Tatsdchlich gibt es eine Formel,
mit der man den Unterschied zwischen exakter Losung und Néherungslésung
ausrechnen kann, wenn auch mit einem gewissen Aufwand. Man kann nédmlich
zeigen, daf3 fiir eine viermal stetig differenzierbare Funktion f immer gilt:

b—a
<h*. —— . max [fP(x)
< 50 R IfT0]

b
S, —/ f(x) dx

Schon ist diese Formel nicht, aber manchmal ganz praktisch: der Unterschied
zwischen dem von der Simpsonregel gelieferten Wert und dem tatsdchlichen be-
stimmten Integral ist kleiner oder gleich irgendeinem Ausdruck, der sich aus
der vierten Ableitung meiner Funktion ausrechnen ldfit. Und genau das wird
mir jetzt weiter helfen, denn in dieser Aufgabe habe ich eine recht iibersichtli-
che Funktion. Da f nidmlich ein Polynom dritten Grades ist, gilt auf jeden Fall
f®(x) = 0 fiir alle x € R, und daraus folgt:

max | (x)| =0,
x€la,b]

denn wenn die vierte Ableitung durchgéngig Null ist, dann kann auch der be-
tragsmaflig grofte Wert der vierten Ableitung nur Null sein. Das ist aber ausge-
sprochen praktisch, denn Einsetzen in die obige Ungleichung ergibt jetzt:

50’

b
S —/ f(x) dx
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und da ein Betrag auch immer gréfler oder gleich Null ist, folgt daraus:

=0,

b
S, —/ f(x) dx

also auch

b
Sy =/ f(x) dx.



9 Reihen und Taylorreihen

9.1 Bestimmen Sie die Grenzwerte folgender Reihen.
oS (1 1
@ nz::l (37 + n(nJrl));

o0
(i) > x—i,, mit |x| > 1.

n=0
Losung Um den Grenzwert einer Reihe zu bestimmen, mufl man feststellen,
welchem Ergebnis man sich anndhern wird, wenn man alle unendlich vielen
Summanden zusammenzéhlt. Das ist nicht immer einfach und oft genug sogar
nicht moglich, aber es gibt Standardfille, die dabei oft hilfreich sind. Der wich-

tigste Standardfall diirfte die geometrische Reihe > q"=1+q+¢*+¢* +---

sein, denn bei ihr weiff man erstens genau, wann sie konvergiert, und kennt
auch zweitens ihren Grenzwert. Fiir |gq| < 1 gilt ndmlich:

oo
:o
und fiir |g| > 1 ist die Reihe divergent. Dieser Umstand wird auch hier niitzlich

sein.
(i) Zu bestimmen ist der Grenzwert der Reihe

(5 )
— 3 nn+1)
Sie sieht zu Anfang recht uniibersichtlich aus, vor allem deshalb, weil die
einzelnen Summanden wieder aus zwei Summanden bestehen, namlich aus
3% und e +1) Das macht aber nichts. Eine Reihe ist nichts anderes als eine
unendliche Summe, und das heifdt, daf} ich alles, was nach dem Summenzei-
chen steht, aufaddieren muf3. Folglich werden alle Summanden der Form 5
und auch alle Summanden der Form n(n =y der Reihe nach aufaddiert, weil
die urspriingliche Reihe genau aus diesen beiden Teilen zusammengesetzt

ist. Ich kann also die grofle Summe aufteilen in zwei etwas kleinere:

> (5 wmim) =X w Sy

n=1 n=1 n=1
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Damit ist schon einiges gewonnen, denn diese beiden Summen kann ich nun
separat ausrechnen, und es stellt sich als recht einfach heraus. Ich beginne
mit der zweiten Summe und sehe mir zuerst die einzelnen Summanden etwas
genauer an. Sie konnen sich leicht davon {iberzeugen, daf}

11 1
nn+1) n n+1

gilt. Nun kann ich ohne Probleme die Partialsummen s, ausrechnen. Es gilt

1 1 1
Sn = ﬁ+§+'”+n(n+l)
1 1 1 1 1 1 1 1
= (1‘z>+<z‘3)+(3‘4>+'“+(n‘n+1)
_ 1
= Turr

denn in jeder Klammer entspricht der negative Teil dem positiven Teil der

nichsten Klammer, so dafl sie sich gegenseitig autheben und nur noch

der allererste und der allerletzte Term {iibrig bleiben. Deshalb ist lim s, =
n—oo

lim (1 — H%H) = 1, und daraus folgt:

n—oo

= 1
Yo =1
‘= n(n+1)

Das ist eine feine Sache, denn damit habe ich die grofle Summe reduziert
auf

/1 1 1
;(3’1+n(n+1)):<nz_;3”>+1’

weil die zweite Summe als Ergebnis 1 liefert. Wie sieht es nun mit der ver-
bliebenen Reihe

=1
>3
n=1

aus? Auch wenn sie nicht gleich so aussieht, ist sie doch eine geometrische

o0
Reihe der Art > g". Allerdings steht hier nicht die Summe tiber 3", sondern
n=1
die Potenz von 3 steht im Nenner. Und aulerdem beginnt die Addition hier
bei n = 1 und nicht schon bei n = 0, weshalb die Summenformel, die ich

oben aufgefiihrt hatte, nicht angewendet werden kann. Ich kann aber
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schreiben, und damit ist:

Damit habe ich eine geometrische Reihe, und zwar mit g = %

Es bleibt nur noch das kleine Problem zu 13sen, dafl die Summation hier mit
n = 1 anfingt und nicht - wie in der Summenformel fiir die geometrische
Reihe verlangt - mit n = 0. Aber auch das ist nicht weiter tragisch. Schreiben
wir einmal die klassische geometrische Reihe fiir 4 = 1 mit ihrem Grenzwert
auf. Es gilt:

DY 0[S SR AP AP I B
3) 39 27 1= 2

n=0

wobei ich fiir die Grenzwertberechnung die allgemeine Formel herangezogen
habe, die weiter oben im Text steht. Die Reihe in dieser Aufgabe lautet aber:

i LD S I O
3 3 9 27
n=1

und das heiflt, sie unterscheidet sich von der klassischen geometrischen
Reihe um nichts weiter als den Summanden 1, der in unserer Reihe nicht

vorkommt. Wenn aber beim Aufsummieren der klassischen Reihe % heraus-
kommt und meine Reihe um 1 kleiner sein muf}, dann heif3t das

i<1>"_3_1_1
3) 2 T2
n=1

Insgesamt ergibt sich:

S (54 0sm) "5 m it

n=1 n=1 n=1

denn die erste Teilsumme ergab %, und die zweite Teilsumme lieferte 1.
Der ganze Trick bei dieser Aufgabe besteht also darin, eine dicke Reihe auf-
zuspalten in zwei etwas diinnere Reihen, deren Grenzwerte man vollstindig
oder doch nahezu vollstindig kennt. Das ist ein beliebtes Prinzip bei der Be-
rechnung von Reihen: man fiihre eine unbekannte Reihe irgendwie zuriick
auf eine oder mehrere bekannte Reihen und verwende die schon friiher be-
rechneten Resultate fiir die bekannten Reihen.
(ii) Hier ist der Grenzwert der Reihe

o0

L.
Zﬁ fiir |x| > 1

n=0
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gesucht. Obwohl die Reihe vielleicht ein wenig abschreckend aussieht, stellt
sie sich bei etwas Nachdenken als sehr einfach heraus. Bei Reihen, in denen
irgendetwas mit der laufenden Nummer # potenziert wird, ist es immer eine
gute Idee, zuerst einmal an die geometrische Reihe zu denken. Ich muf} also
etwas identifizieren, was die Rolle von q" spielen soll. Zunichst kann man
natiirlich schreiben:
1 1 2n
5 ()

aber das scheint nicht viel zu helfen, weil hier mit 2xn potenziert wird anstatt
mit einem schlichten n. Der Ausdruck + kann also nicht die Rolle von g iiber-
nehmen. Wir brauchen aber nur noch einen Schritt weiter zu gehen, um ans
Ziel zu kommen. Sie wissen nidmlich, dafl man eine Potenz potenziert, indem
man die auftretenden Exponenten miteinander multipliziert. Deshalb gilt:

1 1 2n 1 n
=-() (=)
Damit ist der passende Wert fiir g schon gefunden: mit g = - werden in
der Reihe nur noch Summanden der Form g" aufaddiert, und das macht die
Reihe tatsdchlich zu einer geometrischen Reihe. Weiterhin habe ich |x| > 1
vorausgesetzt. Deshalb ist auch x? > 1, also 0 < g = - < 1. Es pafit somit
alles zusammen. Ich habe eine klassische geometrische Reihe, deren g auch
noch unterhalb von 1 liegt und daher die Konvergenz der Reihe garantiert.

Nach der Summenformel fiir geometrische Reihen gilt dann:

x 00 1\"
Y -2 ()
n=0 n=0
00
= Zq"
n=0
o

l1—¢q

s

x2—1
wobei die letzte Gleichung durch Erweitern mit x* zustande kommt. Zusam-
menfassend erhalte ich also:

o0
PO

x2n T x2—1
n=0

fiir alle |x| > 1.



Reihen und Taylorreihen 229

9.2  Untersuchen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren.
. o0
DTS
n=1
o n
(i) > %
n=1
i) 1— 1+l 1.
. & 1 n
@iv) > (1 + ;) .
n=1

Hinweis: Sie brauchen zweimal das Quotientenkriterium, einmal das Leibniz-
kriterium und einmal eine notwendige Bedingung fiir Konvergenz.

Losung In dieser Aufgabe sollen einige Reihen auf Konvergenz untersucht wer-
den. Es geht also nicht darum, was herauskommt, wenn man alle Summanden
zusammenzahlt, sondern nur um die Frage, ob iiberhaupt ein verniinftiges Er-
gebnis erzielt werden kann. Zu diesem Zweck gibt es einige sehr praktische
Kriterien, die Auskunft dariiber geben, ob eine Reihe konvergiert oder nicht.

00

Das Quotientenkriterium besagt, daf§ eine Reihe ) a, mit Sicherheit dann kon-
n=1

An+tl

vergiert, wenn der Grenzwert lim
n—oo

Reihe absolut. Das Wurzelkriterium verwendet nicht die Quotienten aufeinander-

folgender Summanden, sondern zieht n-te Wurzeln und garantiert die absolute

Konvergenz jeder Reihe, fiir die lim +/|a,| < 1 ist. Und das Leibnizkriterium
n—oo

< 1 ist. In diesem Fall konvergiert die

befaflt sich mit sogenannten alternierenden Reihen. Ist ndmlich (a,) eine mono-
ton fallende Folge aus positiven Gliedern und gilt lim a, = 0, so konvergieren
n—oo

o0
nach dem Leibniz-Kriterium die Reihen > (—1)""'a, =a; —a, +as —as+ - -
n=1

oo

und Y (-D"a,=—a1+ay—as+as—---.
n=1

(i) Hier geht es um die Reihe

o0
n

; 177"
Wiirde man hier das Wurzelkriterium zu Rate ziehen, so miifite man sich
unter anderem mit dem Ausdruck /n herumschlagen, und um das zu ver-
meiden, mache ich einen Versuch mit dem Quotientenkriterium. Zu diesem
Zweck mufl ich den n + 1-ten Summanden durch den n-ten Summanden
dividieren. Sie lauten:

n+1

a, = — und natiirlich a,; = 17t

n
17"
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Das Quotientenkriterium verlangt nun die folgende Vorgehensweise. Zuerst muf
ich die Betrdge der beiden Summanden durcheinander teilen und anschlieend
die laufende Nummer # gegen Unendlich gehen lassen. Erhalten wir im Ergebnis
eine Zahl kleiner als 1, so ist die Konvergenz gesichert. Erhalten wir dagegen eine
Zahl grofer als 1, so wissen wir, dafl die Reihe divergiert. Nur falls der Grenzwert
der Quotienten genau 1 ergibt, wissen wir gar nichts.

(i)

Es gilt nun:

n+1
17n+1

n
17"

n+1 17"
17n+1 n

n+1
17n°

denn die Betragsstriche kann ich auf Grund der ohnehin positiven Zahlen
weglassen, und durch einen Bruch teilt man bekanntlich, indem man mit
seinem Kehrbruch multipliziert. Dal dann beim Kiirzen von 17""! gegen
17" noch genau eine 17 im Nenner {ibrigbleibt, bedarf kaum der Erwdhnung.
Jetzt mufl nur noch der Grenzwert fiir n — oo ausgerechnet werden. Es gilt:

An1
an

n+1 141
= lim + = lim n—=— <.
n—oo 17n n—oo 17 17

Ant1
an

lim

n—00

Deshalb ist die Reihe nach dem Quotientenkriterium absolut konvergent
und damit auch konvergent.
Bei der Reihe

X an

nl
n=1
gehen ich genauso vor. Auch hier fithrt das Quotientenkriterium zum Erfolg.
Ich notiere wieder den n-ten und den (n + 1)-ten Summanden. Sie lauten:

371 3n+1
a,=—und a,4, = ——,
" n i (n+ D!
wobei man unter m! die Zahl m! = 1-2-3 ... m versteht. Das Quotientenkri-

terium erfordert wieder die Division der Betrdge der beiden Summanden.
Es gilt also:

3n+l
Ant1| _ | (4D)!
= =
an E
3n+1 n!

(n+1)! 3"
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3
n+1’
denn beim Kiirzen der beiden Dreierpotenzen bleibt genau eine Drei im
Zghler {ibrig, wiahrend beim Kiirzen der beiden Fakultiten n! und (n + 1)!
nur der Faktor n + 1 ohne Gegenstiick ist und deshalb alleine im Nenner
zuriickbleibt. Zur endgiiltigen Anwendung des Quotientenkriteriums muf3
noch n gegen Unendlich gehen. Es gilt:

Ant1
Qn

= lim
n—oo N

lim

n— oo

3
=0<1.
1

o0
Aus dem Quotientenkriterium folgt daher die Konvergenz der Reihe %
n=1

(iii) Die Reihe
11 1 G 1
1— = 4= _17’1+1
3 + 5 7 Z( ) 2n—1
n=1
ist besonders leicht zu untersuchen. Offenbar gehen die Werte

11
1, =, =, =, ..
57

W —

monoton fallend gegen 0, und in der Reihe sind diese Werte mit abwechseln-
dem Vorzeichen versehen. Ich habe es also mit einer alternierenden Reihe
zu tun, deren Summanden die Voraussetzungen des Leibniz-Kriteriums
erfiillen. Folglich mufl die Reihe konvergieren.

(iv) Dagegen ist die Reihe
o0 1 n
(14
n
n=1

divergent. Die einzelnen Summanden lauten

1 n
a,,:(l—}—) .
n

Die Divergenz der Reihe kann man nicht mit dem Wurzelkriterium fiir
Divergenz zeigen, obwohl es sich zunéchst vielleicht anbieten wiirde. Es gilt
némlich:

. ., 1\”" 1
\/lan|= ]-+7 :1+7»
n

n

und damit leider

lim /|a,| = 1.
n—oo
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Das Wurzelkriterium liefert aber nur dann eine Aussage, wenn dieser Grenz-
wert grofler als 1 ist. Ich mufl es also anders versuchen. Es gibt aber ein
einfaches notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz von Reihen: falls die

o0

Reihe > a, konvergiert, dann muf fiir die Folge der Summanden gelten:
n=1

lim a, = 0. Wenn eine Reihe also {iberhaupt Chancen auf Konvergenz ha-

n—o0

ben soll, dann miissen sich ihre Summanden a,, mit der Zeit immer deutli-
cher der Null anndhern. Das ist aber ganz offensichtlich bei der vorliegenden
Reihe nicht der Fall. Die Summanden

1 n
a,,:(l—l—)
n

sind natiirlich alle groler als 1, und wenn sie alle gréfier als 1 sind, dann
konnen sie sicher nicht gegen 0 konvergieren. Daher ist die Reihe nach dem
notwendigen Kriterium divergent.

9.3  Untersuchen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren.

hgkd

O > L
n=1

n+1
n

(i)

hgkd

Il
)

n
Hinweis: Wurzel- und Quotientenkriterium.
Losung Auch hier sind Reihen auf Konvergenz zu untersuchen. Es wird sich
aber herausstellen, dafl die Methoden immer die gleichen sind und im Vergleich

zu Aufgabe 9.2 keine neuen Probleme mehr auftreten.
(i) Zu untersuchen ist die Reihe

1
2
n=1

Die Tatsache, dafl hier n"” vorkommt, ldsst an das Wurzelkriterium denken,
da hier durch das Ziehen der n-ten Wurzel die n-te Potenz automatisch
verschwindet. Die Summanden dieser Reihe lauten:

o=

und deshalb liefert das Wurzelkriterium:

. .1 1
Vg =/ —=—-——>0<1,
n" n

fiir n — oo. Folglich ist der Grenzwert der n-ten Wurzeln aus den Summan-
den gleich Null, und da Null kleiner als Eins ist, muf} die Reihe nach dem
Wurzelkriterium konvergieren.



Reihen und Taylorreihen 233

(ii) Nun geht es um die Reihe

n+1
Z on :
n=0
Das Wurzelkriterium konnte hier etwas unangenehm sein, weil man dann so
etwas wie «/n + 1 untersuchen miisste. Es lohnt daher ein Versuch mit dem

Quotientenkriterium. Dafiir brauche ich wieder sowohl den n-ten als auch
den (n + 1)-ten Summanden. Sie lauten:

on = on+l .

Wie iiblich berechne ich fiir das Quotientenkriterium den Betrag des Quoti-
enten der aufeinanderfolgenden Summanden. Damit haben wir:

Ani1 .

an n2+n1
_on+2 2"
PG TS
1 n+2
REREESE

denn von den Zweierpotenzen 2" und 2"*! bleibt nach dem Kiirzen nur
noch eine 2 im Nenner iibrig. Um nun das Quotientenkriterium vollstdndig
anzuwenden, mufl ich noch n gegen Unendlich gehen lassen. Damit ergibt
sich:

1 n+2 1

th* = - < 1.
n—-o02 n-+1 2

Apt1
an

lim

n—oo

Da der Grenzwert ; unterhalb von 1 liegt, folgt aus dem Quotientenkriterium,
daf} die Reihe konvergiert.

9.4 Bestimmen Sie die Grenzwerte der folgenden Reihen.

@ > 5
n=0

= 1
(i) > 5
n=1

Losung Im Gegensatz zu den vorherigen beiden Aufgaben geht es hier darum,
die konkreten Grenzwerte zweier Reihen auszurechnen. Das kann eine kompli-
zierte Angelegenheit sein, da nicht alle Reihen so einfach zu berechnende Grenz-
werte haben. Es ist aber oft mdglich, eine kompliziert aussehende Reihe auf ein-
fachere Reihen zuriickzufiihren. Das habe ich bereits in Aufgabe 9.1 praktiziert,
wobei die Verfahrensweisen noch recht iibersichtlich waren. In dieser Aufgabe
wird es etwas schwieriger, denn man kommt hier nicht mehr ohne die Differen-
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tialrechnung aus, die nun auf Potenzreihen angewendet werden mufl. Hat man
o0
ndmlich eine Potenzreihe ) a,x", so kann man sie ableiten, indem man jeden

n=0
einzelnen Summanden fiir sich ableitet und die neuen Summanden dann wieder
zu einer neuen Reihe zusammenaddiert. Das gliedweise Differenzieren ist dabei
nicht weiter schwer, da wie Sie wissen immer (a,x") = a, - n - x""! gilt. Ich
erhalte also die Gleichung:

00 / 00
E ax" | = E a,-n-x""!
n=0 n=0

fiir alle x-Werte aus dem Konvergenzbereich der urspriinglichen Potenzreihe.
Das ist dann besonders von Bedeutung, wenn ich fiir die erste Potenzreihe eine
einfache Summenformel kenne, wie das zum Beispiel bei der geometrischen
Reihe der Fall ist: in diesem Fall ist dann die neue Potenzreihe der einzelnen
Ableitungen gleich der Ableitung der Summenformel.

(i) Zu berechnen ist

2 n
D o

n=0

=

Nach der Summenformel fiir die geometrische Reihe ist

= 1

E x" = fir |x| < 1.
1—x

n=0

Nun kann ich diese Gleichung auf beiden Seiten ableiten und erhalte daraus
zunéchst die neue Gleichung:

> 1
n-x"!'= ——— fiir |x| <1,
nz:; (1 —x)?

die man noch ein wenig umschreiben kann, damit sie besser zur Aufgabe
pafit. Auf der linken Seite steht ndmlich als erster Summand nur die Null,
und es ist daher sinnvoll, erst mit dem zweiten Summanden zu beginnen.
Schreibt man diese Summe einmal ohne Summenzeichen auf, so lautet sie:

o0
L+ 2x+ 3% +4%° - =Y (n+1)-x"

n=0

Es folgt also:

> 1
;(WWL )X 1 ap x| <
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Diese Reihe kann ich aber als Summe zweier Reihen schreiben, denn es gilt:

o0 o0 o0 o0
Z(n+l)-x”:2(n-x"+x”) :Zn~x"+2x”.
n=0 n=0 n=0 n=0

Das ist praktisch, denn ich kenne den Wert der geometrischen Reihe: es gilt

o0
. no__ 1 . .
immer §Ox = ;- Daraus folgt nun fiir |x| < 1:
n=|

1 o0
J— n
m = ;(n-l-l)'x
o0 o0
= Zn~x"+2x”
n=0 n=0

> 1
= E n-x" 4 .
1—x
n=0

Diese Gleichung kann ich nach der verbliebenen Reihe auflésen und erhalte:

i” oo L x
s T 1-x2 1-x (1-x?2

Nach diesen Vorarbeiten ist die eigentliche Aufgabe nicht mehr so schwer;
ich mufl nur noch in die ermittelte Formel die richtige Zahl einsetzen. Da
wir wissen, daf$ fiir alle |x| < 1 die Gleichung

ad X

E n-x"=———
— )2

—~ (1—x)

gilt, und da auBerdem 1 < 1 gilt, folgt:

in@:(l_):

NN NI

Aus

folgt damit



236

(i)

Reihen und Taylorreihen

Die Reihe 1483t sich also ausrechnen, wenn man einige Kenntnisse iiber die
Grenzwerte bestimmter Potenzreihen hat.
Nun geht es um die Reihe

Schreibt man sie als

so stellt sie den Wert der Potenzreihe
n

o0
>
n
n=1

fiir x = % dar. Wenn ich also eine Summenformel fiir diese Potenzreihe habe,
dann kann ich auch die spezielle Reihe ausrechnen. Nun ist aber

’
00 n 00 n—1 00 9]
X X _
E _ — § n — E x" 1 _ E xn’
n n

n=1

denn die vorletzte der aufgeschriebenen Reihen startet mit dem Summanden
x°. Die Ableitung meiner bisher noch unbekannten Potenzreihe ist also die
bekannte geometrische Reihe

- 1
Zx”: —t

n=0

00
Folglich muf} die Reihe % selbst eine Stammfunktion zu ;L darstellen,
n=1
und da aus der Kettenregel die Gleichung (In(1 — x))’ = — - folgt, gibt es
eine Konstante ¢, so dafd fiir jedes |x| < 1 gilt:

o0

xn
Z— =—In(l1—x)+c.
n
n=1
Die Konstante ¢ kann ich herausfinden, indem ich einen speziellen Wert fiir
x einsetze. Mit x = 0 ergibt sich 0 = —In 1+¢, also ¢ = 0. Damit wird dann:
®© ,n

Z% = —In(1 — x) fiir |x| < 1.
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Die Summenformel fiir die Potenzreihe habe ich jetzt gefunden, und ich muf}
nur noch das passende x in diese Potenzreihe einsetzen. Wegen

1y ()

2"
n-2" n n

kann das aber nur x = % sein, denn in diesem Fall ist

1 X

n-2n n’

Da auch noch 1 < 1 gilt, darf ich den Wert x = ; tatséichlich in die Potenz-
reihe einsetzen und erhalte:

Z ! :—ln(l—l):—lnlzan,
Lap. o 2 2
denn bekanntlich ist In % =Inl—-Ina=—1na.

Beide Beispielreihen zeigen, dafi es oft sinnvoll ist, sich bei einer neuen Reihe
zu iiberlegen, ob sie zu einer bereits bekannten Reihe pafit. In bezug auf Potenz-
reihen bedeutet das hédufig: gibt es eine Potenzreihe mit bekanntem Grenzwert,
in die man nur noch eine passende Zahl einsetzen muf3, um die gesuchte Reihe
zu erhalten? Sobald man die richtige Potenzreihe identifiziert hat, ist der Rest
eine einfache Einsetz- und Rechenaufgabe.

9.5 Bestimmen Sie die Konvergenzradien der nachstehenden Potenzreihen und
geben Sie an, fiir welche x € R die Reihen konvergieren.

0 n
@) foE

n=0

o
(i) > nl-x"
n=0
o0
" "
(i) > 5 -«
n=0

Losung Im Gegensatz zu den bisherigen Aufgaben, bei denen es darum ging,
gegebene Reihen auf Konvergenz zu priifen oder konkrete Grenzwerte von Zah-
lenreihen auszurechnen, haben wir es jetzt mit Potenzreihen zu tun und sollen
feststellen, fiir welche x € R sie konvergieren. Das bedeutet, ich mufl heraus-
finden, welche Zahlen x man in die jeweilige Reihe einsetzen darf, damit beim
Aufsummieren etwas Verniinftiges herauskommt. Zu diesem Zweck hat man
die Begriffe Konvergenzradius und Konvergenzbereich entwickelt. Der Konver-
genzradius gibt an, wie weit man sich vom Entwicklungspunkt weg entfernen
darf, ohne die Konvergenz zu verlieren. Hat man also eine Reihe mit dem Ent-
wicklungspunkt 0 (wie alle Beispielreihen in dieser Aufgabe) und z.B. mit dem
Konvergenzradius 1, so darf man von der Null aus genau 1 nach rechts und
1 nach links gehen, ohne mit der Konvergenz Schwierigkeiten zu bekommen.
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Diese Aussage gilt aber nur fiir das sogenannte offene Intervall, d.h. wir haben
eine konvergente Potenzreihe fiir x € (—1,1) und wir haben eine divergente
Potenzreihe fiir x € (—oo, —1) U (1, 00), sofern der Konvergenzradius genau 1
betrigt. Uber die beiden Randpunkte sagt der Konvergenzradius nichts aus. Was
also z.B. beim Einsetzen von 1 und —1 in die Reihe passiert, muf fiir jede Reihe
einzeln fiir jeden der beiden Randpunkte gepriift werden. Erst dann kennen Sie
den Konvergenzbereich, d.h. den Bereich an x-Werten, die Sie in die Potenzreihe
ungestraft einsetzen diirfen, ohne die Konvergenz zu verlieren.

Den Konvergenzradius kann man aber gliicklicherweise ganz einfach bestim-
men, ohne allzusehr nachdenken zu miissen. Hat man niamlich eine Potenzreihe

o0
D an(x — xo)"
n=0

mit dem Entwicklungspunkt x, und den Koeffizienten a,, so ergibt sich der
Konvergenzradius aus der Formel

an

r = lim € [0, oo].

n— oo

an+1

Dabei ist zu beachten, daf ich auch unendlich grofle Grenzwerte zulassen muf3,
weil der Konvergenzradius auch gelegentlich Unendlich sein kann. Das bedeutet
dann nur, dafl die Reihe fiir jedes beliebige x € R konvergiert. Aulerdem darf
man sich hier nicht durch eine gewisse Ahnlichkeit zum Quotientenkriterium
irritieren lassen. Bei den Quotienten, die im Quotientenkriterium auftreten, di-
vidiert man immer die kompletten Summanden durcheinander. Zur Berechnung
des Konvergenzradius dividiert man nur die Koeffizienten der Potenzreihe! Be-
denkt man zum Schlufl noch, daf hier der n-te Koeffizient durch den (n+ 1)-ten
geteilt wird und nicht umgekehrt, dann kann nicht mehr viel schiefgehen.

(i) Im ersten Beispiel ist die Reihe

]
xn

n2
n=1
zu untersuchen. Man kann sie auch schreiben als
o0
1 n
Z PR
n
n=1

und das macht es etwas leichter, die Koeffizienten zu identifizieren. Der
Entwicklungspunkt ist xo = 0, und die Koeffizienten lauten

1
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denn die Koeffizienten sind immer der Ausdruck, der bei x" (oder bei (x —
x0)") steht. Folglich ist a,4, = TTEmNEE und daraus folgt:

(H-H
| b
any1 ﬁ
1
:—2-(n+1)2
n
_ (n+1)?°
=0
2
n 2n+1 2 1
_mhentl 2 1
n? n n?

Daher gilt fiir den Konvergenzradius der Reihe r = 1. Die Reihe konver-
giert also in jedem Fall fiir jedes x aus dem offenen Intervall (—1, 1). Um
den Konvergenzbereich festzustellen, mufl ich noch das Verhalten in den
Randpunkten —1 und 1 untersuchen.

Fiir x = —1 ergibt sich die Reihe

o0 . 1
nzzjl(—n —

Sie ist offenbar eine alternierende Reihe, die das Leibniz-Kriterium erfiillt
und deshalb klaglos konvergiert. Fiir x = 1 dagegen ergibt sich die Reihe

=1
>
n=1

Auch sie konvergiert, denn man kann sie schreiben als
o0 1 o0
; ? - Z n- 1)2 ’

und es gilt natiirlich Da aber die Reihe

(n+1)2 = n(n+1)

Z n(n+ 1)

n=1
nach Aufgabe 9.1.(i) konvergiert, stellt sie eine konvergente Majorante zu der
Reihe Z @ +1)2 dar, und damit ist die Konvergenz gezeigt. Daher konvergiert

die Relhe sowohl fiir x = —1 als auch fiir x = 1 und daher auf dem gesamten
Intervall [—1, 1]. Der Konvergenzbereich lautet also

K =[-1,1].
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(ii) Nun geht es um die Reihe

Dabei ist wieder n! = 1-2-3--.n. Die Koeffizienten a, sind einfach festzu-
stellen; sie lauten:

a, = nl.

Damit ergibt die Formel fiir den Konvergenzradius:

n! 1
=0,

r = lim im ——— = lim =
n—oo (n+ 1)! n—oo 1+ 1

n—o0

Apt1

denn beim Kiirzen der Fakultdten gegeneinander bleibt nur noch der Faktor
n+ 1 im Nenner stehen. Wir haben also den Konvergenzradius r = 0, und
das bedeutet, ich darf mich vom Entwicklungspunkt x, = 0 iiberhaupt nicht
weg bewegen, ohne sofort die Konvergenz zu verlieren. Die Reihe

konvergiert also nur fiir den einen Punkt x = 0 und hat dort offenbar den
Wert 0! - 0° = 1, aber fiir alle anderen x-Werte divergiert sie. Mit anderen
Worten: diese Reihe ist ziemlich iiberfliissig und dient nur als schlechtes
Beispiel.

(iii) Als letzte Reihe haben wir

Hier ist natiirlich x, = 0 und

n
n+1"

a, =
Zur Berechnung des Konvergenzradius brauche ich noch den (n + 1)-ten
Koeffizienten. Er lautet:

n+1 _n+1
m+1D)+1 n+2

apy1 =

Jetzt geht alles nach Schema. Ich berechne den Quotienten:

_n_

An | _ np1
- n+l

An+1 n+2
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n n—+2
n+1.n+1
n? +2n
n?+2n+1
142
iyl
n n

Auch hier ergibt sich also ein Konvergenzradius r = 1. Wie in Teil (i) folgt
daraus sofort die Konvergenz der Reihe fiir alle x € (—1, 1). Ich muf3 aber
noch das Verhalten in den Randpunkten —1 und 1 untersuchen. Fiir x = 1
ergibt sich die Reihe

> n
Zn—i—l'
n=0

Thre Summanden .’ konvergieren offenbar gegen 1, bilden also keine gegen

Null konvergierende Folge, und daher kann diese Reihe nicht konvergieren.
Ebenso ist es bei x = —1. Hier erhalten wir die Reihe

Z n:l—l F=D"

n=0

Ihre Summanden %5 - (—1)" konvergieren zwar nicht gegen 1, weil sie
standig das Vorzeichen wechseln, aber sie wackeln andauernd in der Ndhe
von —1 und 1 hin und her. Daher kénnen auch sie nicht gegen Null kon-
vergieren, und deshalb konvergiert die Reihe nicht.

Es stellt sich also heraus, dafl die Reihe

[e ] n .
Zn+1x

n=0

genau fiir x € (—1, 1) konvergiert. Thr Konvergenzbereich lautet daher

K=(-1,1).

9.6  Welche Funktionen werden durch folgende Potenzreihen dargestellt? Fiir
welche x € R konvergieren sie?

. o) e
(1 230 )
n=

o0
() (=D"-2n-x* = 2x +4x7 —6x° £+ - - .
n=1
Hinweis: In Nummer (i) sollten Sie z = x? setzen. Fiir Nummer (ii) suchen
Sie nach einem Zusammenhang zwischen der gegebenen Reihe und der Reihe
I—x?+xt—x0 4.
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Losung Diese Aufgabe geht nun einen Schritt weiter als Aufgabe 9.5. Sie sollen
nicht nur feststellen, fiir welche x-Werte die Reihen konvergieren, sondern auch
das Ergebnis berechnen. Dazu ist es meistens sinnvoll, die Reihen auf altbekannte
Reihen zuriickzufiithren, deren Ergebnis man schon kennt.

(i) Zu untersuchen ist die Potenzreihe

Sie hat eine starke Ahnlichkeit mit der Reihe der Exponentialfunktion, denn
wir wissen, daf fiir alle x € R die Gleichung

n

> x
eng—
!

n=0

gilt. Storend ist dabei nur der Umstand, dafl in der Summe x*" und nicht
einfach nur x" steht. Das macht aber gar nichts, denn es gilt:

x2n — (xZ)n.
Folglich ist
& x2n B & (x2)n
> =T
n=0 n=0

Die vorliegende Reihe ist also nichts anderes als die Exponentialreihe, in die
nicht ein schlichtes x, sondern eben x2 eingesetzt wurde. Da die Exponen-
tialreihe aber fiir jeden beliebigen Wert konvergiert, den man in sie einsetzt,
folgt daraus:

[ee]

xz” 2

E —':e(")fﬁrallexeR.
n!

n=0

(ii) Hier handelt es sich um die Reihe
Z(—l)" 2n-xm = x4 —6x* £
n=1

Diese Reihe hat etwas zu tun mit der Reihe
1—x*+x =24,

denn Sie brauchen nur die zweite Reihe abzuleiten, um die erste zu erhalten.
Leitet man namlich

1—x+xt—x 4. ..
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ab, so darf man das der Reihe nach tun und erhalt:
QI=x?+x*—x+- )Y =—2x+4x> —6x £ ---.

Nun ist aber diese neue Reihe nicht schwer zu berechnen: mit g = —x? ist sie

o0

gerade die altbekannte geometrische Reihe > q”, die fiir |q| < 1 konvergiert.
n=0

Natiirlich ist genau dann |g| < 1, wenn |x| < 1 ist, denn schlieflich ist

q= —x2, und die Zahlen zwischen —1 und 1 landen, wenn man sie quadriert,
wieder zwischen —1 und 1. Somit ergibt sich fiir |x| < 1 die Formel:

1 1
1 — x? S B | 2 4= = = .
X +x"—x +q9+q9 +q + —q 1+%

Entsprechend folgt fiir |x| < 1:
—2x4+4x’ —6x° £ = 1—x24x—x0+ ..
1 /

NN
2x

S
Dabei entsteht die letzte Zeile aus der Kettenregel und dem Umstand, daf}

man Tlxz zum Zweck des Ableitens auch als (1 + x?)~! schreiben kann.

9.7 Losen Sie die Gleichung

25 x?
CoSX = — — —
24 2
ndherungsweise, indem Sie cosx durch sein Taylorpolynom vierten Grades mit
dem Entwicklungspunkt x, = 0 ersetzen und die entstehende neue Gleichung
l6sen. Testen Sie mit Hilfe eines Taschenrechners durch Einsetzen in die ur-
spriingliche Gleichung, ob diese Ndherungslosung akzeptabel ist.

Losung Die Idee bei dieser Aufgabe besteht darin, eine Gleichung dadurch
ndherungsweise zu 16sen, dafy man die in ihr auftretenden Funktionen annéhert
und somit einfachere Gleichungen erhilt. Offenbar ist die vorliegende Gleichung
mit keiner der iiblichen Methoden direkt zu l6sen; nach der Unbekannten x
aufzul6sen, so dafl man eine verniinftige Formel

x = dies und das

erhilt, ist unmdglich. Ich mufl mir deshalb mit Ndherungsmethoden helfen,
und eine brauchbare Néherungsmethode besteht in der Verwendung von Tay-
lorreihen bzw. Taylorpolynomen. Dazu muff man natiirlich die Taylorreihe der
Cosinusfunktion kennen. Es gilt fiir alle x € R:

2 xt x0 AK8

COSx=1—7!+Z!—a+§i
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Um nun die Gleichung zu 16sen, kann ich nicht mit der gesamten Reihe rechnen,
denn in diesem Fall wiire ein Aufldsen nach x schon wieder unmdoglich. Ich werde
daher die Taylorreihe nach endlich vielen Summanden abbrechen und mich mit
dem Taylorpolynom begniigen. Die Frage nach einem passenden Grad ist hier
leicht zu beantworten. Wiirde ich bis zum Grad sechs gehen, so hitte ich es
auf einmal mit einer Gleichung sechsten Grades zu tun, und es gibt es keine
Losungsformeln fiir Gleichungen ab dem Grad fiinf. Deshalb ist es sinnvoll, das
Taylorpolynom vierten Grades zu verwenden. Es lautet

2 4

2 4
X X
T4.cos(x) =1- F + Z =

1 X +x
2 24°

In die Gleichung setze ich nun dieses Polynom an Stelle von cos x ein. Ich erhalte
eine neue Gleichung:

) x> x* 25 x?

2 24 24 27

Das ist natiirlich nicht mehr dieselbe Gleichung wie am Anfang, aber es besteht
die Hoffnung, daf sie nicht allzuweit von der Ursprungsgleichung entfernt ist, da
wir ja nur den Cosinus durch sein Taylorpolynom ersetzt haben. Wie dem auch
sei, in jedem Fall kann man diese neue Gleichung leicht 16sen. Der quadratische
Term verschwindet auf beiden Seiten, und es folgt:

- x* 25
24 24
woraus ich sofort
xt 1
24 24
also
xt=1
erhalte.
Offenbar hat diese Gleichung zwei reelle Losungen, ndmlich x; = —1 und
x, = 1. Der erste Teil der Aufgabe ist damit erledigt: die Gleichung ist ndherungs-
weise durch x; = —1 und x, = 1 geldst. Ich mufl nur noch testen, wie gut diese

Losungen zur urspriinglichen Gleichung passen, und der beste Test besteht im
schlichten Nachrechnen. Ich werde jetzt also die erhaltenen Ndherungslosungen
in die Gleichung

COSX = —

25  x?
24 2

einsetzen und sehen, was passiert.
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Auf der linken Seite steht fiir x; = —1:
cos(—1) = 0.5403023.

Dagegen erhalte ich auf der rechten Seite:

25 1 13
— — — = — = 0.5416667.
24 2 24

Die gleichen Werte findet man auch fiir x, = 1. Mit anderen Worten: unsere
Néherungswerte —1 und 1 liefern auf zwei Nachkommastellen genau auf bei-
den Seiten der urspriinglichen Gleichung dieselben Resultate, ndmlich jeweils
0.54. Im Rahmen dieser Genauigkeit ist das Taylor-Verfahren hier anwendbar;
will man eine hohere Genauigkeit haben, so mufy man zu anderen Methoden
Zuflucht nehmen. So findet man z.B. mit dem Newton-Verfahren eine auf sechs
Nachkommastellen genaue Losung mit den Werten x; , = £1.008506 .

9.8 Berechnen Sie das Taylorpolynom dritten Grades mit dem Entwicklungs-
punkt xo = 0 der Funktion f(x) = tan x. Testen Sie, wie gut tan x durch T3 f(x)
angenidhert wird, indem Sie T3 ; (1) und tan § sowie T 7(1) und tan 1 berechnen.
Dabei sind die Winkel im Bogenmaf} zu verstehen.

Losung

Zum Berechnen eines Taylorpolynoms geht man am besten in drei Schrit-
ten vor: zuerst bestimmt man die notigen Ableitungen, danach setzt man den
Entwicklungspunkt in die Ableitungsformeln ein, und zum Schlufl geht man mit
diesen Ableitungen in die Taylorformel. Der Vorteil bei dieser Aufgabe besteht
darin, daf ich nicht alle Ableitungen ausrechnen mufi, was bei der Tangens-
funktion auch ein wenig schwierig wire, sondern nur die ersten drei, denn das
Taylorpolynom dritten Grades hat die Form:

3

(m)
T3,f(x) = Z f (0) -x™.

m!

m=0

Ich mache mich deshalb jetzt daran, die Ableitungen von f(x) = tanx auszu-
rechnen. Die erste Ableitung von f(x) = tanx lautet bekanntlich

1
cos? x’

flx) =

wie man leicht nachrechnen kann, indem man tanx = z;‘;’; schreibt und die

Quotientenregel verwendet. Zum weiteren Ableiten schreibe ich die erste Ablei-
tung in einer etwas giinstigeren Form auf, und zwar als

f'(x) = (cosx) 2.
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Mit der Kettenregel folgt dann:

f'(x) = (=2) - (cosx) > - (—sinx) = 2sinx

cos®x’

Dabei entsteht der Faktor (—sinx) als innere Ableitung, und der Faktor (—2) -
(cosx)™? ist die duflere Ableitung, denn die Ableitung von etwas ? ist immer
(—2)-etwas™>.

Damit bin ich schon ein Stiick weitergekommen und muf nur noch die dritte
Ableitung bestimmen. Sie ergibt sich durch eine kombinierte Anwendung von

Quotienten- und Kettenregel. Das ergibt:

F(x) 2cosx-cos’x —3-cos’x-(—sinx)-2-sinx
X =
cgs6 x
2 cos* x + 6 cos® x sin” x
a cos® x
2 cos? x + 6sin’ x
c0524 x
2+ 4sin” x
cos* x

Zuniéchst habe ich in der ersten Zeile nur die Quotientenregel angewendet und
deshalb die Ableitung des Zahlers mit dem Nenner multipliziert. Die Quotien-
tenregel verlangt aber auch die Ableitung des Nenners, und deshalb mufite ich
mit der Kettenregel cos® x ableiten, was zu dem Ausdruck 3 - cos® x - (— sin x)
fithrt. Daf diese Ableitung schliefllich noch mit dem Zahler 2 sin x multipliziert
werden mufite, bedarf kaum einer Erwdhnung. In der zweiten Zeile habe ich
nur die Ergebnisse der ersten Zeile zusammengefafit, und in der dritten Zeile
habe ich die ganze Geschichte etwas vereinfacht, indem ich durch cos? x gekiirzt
habe. Die vierte Zeile sieht zunédchst etwas erstaunlich aus, ist aber eigentlich
ganz einfach. Wenn Sie einen genaueren Blick auf den Zihler werfen, den ich
bis zur dritten Zeile errechnet habe, so finden Sie:

2cos’ x + 6sin’x = 2cos® x + 2sin’ x + 4 sin® x
= 2(cos’® x + sin® x) + 4 sin’ x
= 2+ 4sin’ x,

denn sin® x + cos?x = 1. Beachten Sie aber, dafl die letzte Vereinfachung der
dritten Ableitung fiir mein eigentliches Ziel voéllig iiberfliissig war, denn wir
brauchen fiir das Taylorpolynom nur die Ableitungen am Nullpunkt, und den
Nullpunkt hétte ich schon in die erste Zeile der obigen Gleichungskette einsetzen
konnen. In jedem Fall erhalte ich unter Beriicksichtigung der Tatsache, dafl
sin0 = 0 und cos0 =1 gilt:

f(0) =0, f(0)=1, f'(0) =0, f(0) = 2.
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Jetzt kann die eigentliche Berechnung des Taylorpolynoms schnell erfolgen. De-
finitionsgemif gilt:
3

(m) o
Tsf(x) = Zf ©  m

m!

m=0
//0 ///0
= f(0)+f’(0)~x+¥'x2+¥~x3
2
0+1~x+0-x2+8x3
5

= X+ —.
3

Das Taylorpolynom dritten Grades lautet also

3
X
T3’f(x) =x+ ?

Um die Qualitdt dieses Polynoms zu testen, setze ich zwei Werte ein. Zunéchst
ist

1\ 1 1
Tsf (=) =2+ — =05416667.
»f (2> PRIBY!

Andererseits ist

1
tan 3= 0.5463025.

Somit ist also fiir x = 1 die Ndherung durch das Taylorpolynom gar nicht so
schlecht, ndmlich auf zwei Stellen nach dem Komma genau. Anders sieht es aus
fiir x = 1. Hier haben wir:

1
T5. (1) =1+ 3 = 13333333,

aber
tan1 = 1.5574077,

und daran sehen Sie, daf§ schon fiir x = 1 die Ndherung miserabel wird. Im Prin-
zip ist das auch immer so: je weiter man sich vom Entwicklungspunkt wegbe-
wegt, desto schlechter wird die Ndherung. Will man auch dann noch brauchbare
Néherungswerte finden, so bleibt einem nichts anderes {ibrig, als dem Taylorpo-
lynom einen héheren Grad zuzugestehen und damit die hohere Genauigkeit her-
beizufiihren. Der Preis fiir diese Genauigkeit besteht natiirlich in einem héheren
Rechenaufwand.

9.9 Bis zu welchem Grad mufl man die Taylorreihe von sin bzw. cos mit dem
Entwicklungspunkt xo = 0 berechnen, um die Werte sin 1 und cos 1 jeweils mit
einer Abweichung von hochstens 107> zu erhalten? Begriinden Sie Thre Antwort
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mit Hilfe der Restgliedformeln fiir Taylorreihen. Die Winkel sind wieder im
Bogenmaf3 zu verstehen.

Losung In dieser Aufgabe geht es um das Genauigkeitsproblem: wie weit muf
ich mit dem Grad des Taylorpolynoms gehen, um eine bestimmte Rechengenau-
igkeit zu erreichen? Konkret habe ich zunichst das folgende Problem: bis zu
welchem Grad muB ich rechnen, damit ich sin 1 mit einer Genauigkeit von 107>
bestimmen kann?

Das sieht auf den ersten Blick recht abschreckend aus, ist aber nur halb so
schlimm, wenn man iiber die nétigen Vorkenntnisse verfiigt. Vor allem brauchen
Sie natiirlich die Taylorreihe der Sinusfunktion. Sie lautet:

3 5 7

X X X

Tsin(x):x—§+§— 7

Das ist aber noch nicht alles. Dariiber hinaus gibt es eine ausgesprochen prak-
tische Abschétzung fiir das sogenannte Restglied: wenn Sie die Taylorreihe bei
einem bestimmten Grad abbrechen und sich somit auf das Taylorpolynom dieses
Grades beschrdnken, dann kann man angeben, wie grofl der Rest sein wird, den
man vernachlédssigt hat. Zwischen der Funktion f selbst und ihrem Taylorpo-
lynom T,, s vom Grade m gibt es in aller Regel eine Differenz, und fiir diese
Differenz gilt immer die Gleichung:

fX) =Ty r(x) = Ripg1(x)
mit

f(m+1) (é:)

(m + 1)! (x - xO)erl»

Rm+1 (x) =

wobei ¢ eine nicht ndher bestimmbare Zahl zwischen x und dem Entwicklungs-
punkt x, ist. Man kann also mit etwas Gliick feststellen, wie grofl dieses Restglied
Ryu41(x) sein wird, vor allem dann, wenn sich die zugrunde liegende Funktion f
leicht ableiten 148t. Und genau das ist bei der Funktion f(x) = sinx schlief3lich
der Fall: jede Ableitung von f ist von der Form =+sinx oder =+ cosx, je nach-
dem, um die wievielte Ableitung es sich handelt. Da aber sowohl Sinus als auch
Cosinus betragsmaflig nicht iiber die 1 hinauswachsen kénnen, folgt daraus mit
dem Entwicklungspunkt x, = 0:

IRmH(x)I—‘(mH);"‘ T (m+ 1) I ‘§(m+1)1'|x ’
also
‘xm-&-l’

[Rmy1(x)| < m
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Es kommt sogar noch etwas besser. Da in der Taylorreihe der Sinusfunktion
nur ungerade Potenzen auftreten, werde ich natiirlich nicht das Polynom T, sin
angehen, sondern gleich das Polynom T, 41 sin, denn jede ungerade Zahl hat die
Form 2m + 1. Daher geht es jetzt auch nicht um das Restglied R,,1;(x), sondern
un Ryyq141(x) = Ramya(x). Das fithrt dann zu der folgenden Abschidtzung.

x3 x5 x2m+1
sinx — (x — y + y F-o-+ (—1)m(2m+1)'> ’ = |sinx — T2m+1,sin(x)|
= |Ramy2(x)|
|x|2m+2
- 2m+2)!

Die Arbeit, die wir jetzt noch zu tun haben, ist leicht und schnell erledigt. Hier
ist ndmlich der Wert x = 1 vorgegeben, und ich brauche deshalb das Restglied
nur fiir x = 1 zu untersuchen. In diesem Fall gilt:

2m+-2 1

Das sieht doch schon etwas einfacher aus: das Restglied, das den Unterschied
zwischen Funktion selbst und dem Taylorpolynom angibt, liegt nach der obigen
Formel jedenfalls unter m - und dieser Bruch neigt dazu, ziemlich schnell
ziemlich klein zu werden.

Ich muf jetzt nur noch sehen, wann

! <10°5=
em+2)! — ~ 100000

gilt, denn das war schliefSlich die Aufgabenstellung. Da hilft nur probieren. Fiir
m =3 ist

1 1 1 1

== s
2m+42)! 8 40320 100000
das heift, mit m = 3 komme ich noch nicht ans Ziel. Fiir m = 4 gilt dagegen:

1 1 1 1

—_— = — = < .
2m + 2)! 10! 3628800 100000

Somit reicht es also, m = 4 zu wihlen, und deshalb liefert Tgn(x) die
gewiinschte Genauigkeit: bedenken Sie dabei, dal der Grad des Polynoms in
diesem Fall nicht einfach nur m betrégt, sondern 2m + 1; deshalb muf} der Grad
2-441=09 sein.

Man kann also sin 1 mit einer Genauigkeit von mindestens 10~° berechnen,
wenn man sich an das Taylorpolynom neunten Grades hélt. Die entsprechende
Rechnung fiir die Cosinusfunktion will ich hier nur noch kurz besprechen. Die
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Taylorreihe lautet:

xr  xt %0

cos(x)—l_*"_z_ai

Fiir das Restglied R,,11(x) gilt ebenfalls die Ungleichung:

‘ m+1|
R x —_—
[Rm1(X)] < D
Die Taylorreihe der Cosinusfunktion besteht nur aus geraden Potenzen, und
daher betrachtet man das Taylorpolynom Ty, cos mit dem Restglied Ryt (x).
Damit ergibt sich:

xZ x4 x2m
_ - 4 —_1)m
Cos X ( o + :F -+ (=1 (Zm)!)‘

| sinx — TZmA,cos(x)'

= |Romy1(x)|
|x|2m+1

T @em+Dl
Fiir x = 1 folgt daraus:
2m+1 1

IRym1(D] < Cm+ 1! Cm+ 1)

Man kann leicht nachrechnen, daf} die Bedingung

1 -5
— <10
em+1)! —
fir m = 4 erfillt ist, so daf} also das Taylorpolynom Tg s die gewiinschte
Genauigkeit liefert.

9.10 Berechnen Sie die Taylorreihen der folgenden Funktionen mit dem jeweils
angegebenen Entwicklungspunkt x,.

@ f&) =lnx, xo=1;
(i) g(x) =sinx, xp =%

Losung Um zu einer gegebenen Funktion f die Taylorreihe zu berechnen, sollte
man sich erst einmal die allgemeine Form der Taylorreihe aufschreiben. Ist also

f beliebig oft differenzierbar und ist xy ein Punkt aus dem Definiitonsbereich
von f, so lautet die zugehdorige Taylorreihe:

X Fm
Tr(x) = Z#(X—xo)"

n=0
f/ o)

— Flxo) + f )

=)+ L0 2 T g
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Man kann sie am besten ausrechnen, indem man nach einem dreistufigen Schema

vorgeht: zuerst bestimmt man sédmtliche Ableitungen von f, danach setzt man

den Entwicklungspunkt x, in diese Ableitungen ein, und schliefllich geht man

mit den berechneten Ableitungen in die Taylorformel.

(i) Zu berechnen ist die Taylorreihe von f(x) = Inx mit dem Entwicklungs-
punkt xo = 1. Dazu gehe ich nach dem oben beschriebenen dreistufigen
Schema vor und bestimme zunéchst die Ableitungen. Sie wissen noch, dafi

/ _l_ -1
fo=_=x

gilt. Dieser Umstand macht das weitere Ableiten ziemlich einfach. Ich
schreibe erst einmal die drei folgenden Ableitungen kommentarlos auf. Es
gilt:

f'(x) = (=1)-x72,
f"(x) = (=1) - (=2) - x7,

fO® = (=1 (=2 (=3) - x 7

Damit sollte das System klar sein. Zur Berechnung der m-ten Ableitung fange
ich mit dem Vorfaktor (—1) an und ende bei dem Vorfaktor (—m + 1). Der
Exponent von x dagegen entspricht genau der Zahl —m. Folglich ist

@) = (=1 (=2)- - (—m+1)-x™

In jedem der m — 1 Vorfaktoren steckt natiirlich der Faktor —1, den ich
deshalb (m — 1)-mal vorklammern kann. Was iibrig bleibt, sind die positiven
Faktoren, und das heifdt:

fP@) =D 1223 m=1) - x " =(=D"" (m—D!-x"

fiir alle m > 1. Das ist nun eine Formel, mit der man etwas anfangen kann,
denn im nédchsten Schritt mufl ich den Entwicklungspunkt xo = 1 in die
Ableitungsformel einsetzen. Dann gilt:

™) = (="t m -1,

denn 17 = 1. Im dritten Schritt habe ich diese Ableitungen in die Taylor-
formel einzusetzen. Das ergibt dann die Formel:

X fimq
T = 3 Wy
m=0 '
X _1ym—-1, _
e
m!

m=0
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X 1ym—1
— Z = (x— 1™,
m=0 m

denn der Ausdruck (m — 1)! im Zahler kiirzt sich vollstindig gegen den
Faktor m! im Nenner heraus, und es bleibt nur noch ein schlichtes m im
Nenner {ibrig.

Leider ist mir dabei jetzt ein kleiner Fehler unterlaufen. Fiir m = 0 steht
hier offensichtlich eine Null im Nenner, und das kann ja wohl nicht sein.
Die Ableitungsformel, die ich hier einfach so in die Taylorformel eingesetzt
habe, gilt ndmlich nur fiir m > 1. Fiir m = 0 muf ich die nullte Ableitung,
also den Funktionswert selbst nehmen, und der lautet

Inl1=0.

Damit verschwindet der Summand mit der Nummer m = 0, und ich erhalte
die korrekte Taylorreihe

o -1 m—1
Tr(x) =) % S(x— D™

m=1

Nun berechne ich die Taylorreihe von g(x) = sin x mit dem recht ungewdhn-
lichen Entwicklungspunkt x, = %. Wie {iblich gehe ich in drei Schritten vor
und berechne zuerst die allgemeine Ableitung der Sinusfunktion. Schreibt
man die ersten vier Ableitungen der Reihe nach auf, so ergibt sich:

g (x) = cosx, g’(x) = —sinx, g”(x) = — cosx, g¥ (x) = sinx,

und ab hier geht es wieder von vorne los. Ich habe also im Prinzip die gleiche
Situation wie in der Aufgabe 7.9(i), wo es darum ging, die n-te Ableitung
von cos x auszurechnen. Genau wir dort stellt sich auch hier heraus, daf§ es
vier Fille fiir die Ableitung gibt: je nachdem, wie es mit der Teilbarkeit der
Ableitungsnummer durch 4 aussieht, ergeben sich die folgenden Ableitungen:

sin x , falls m = 4k, k € N,

cosx ,falls m =4k + 1,k e Ny
—sinx ,fallsm=4k+2,keNy °
—cosx ,falls m=4k+3,ke N,

g (x) =

Jetzt mufl ich nur noch den Entwicklungspunkt in diese Ableitungsformel
einsetzen. Da % genau 30° entspricht, gilt aber:

T 1 T 1
in— = — d — = —4/3.
sin = = - und cos 2\/—



Reihen und Taylorreihen 253
Damit folgt:

, falls m = 4k, k e N,

m (T _ V3 ,falls m =4k + 1,k e N
4 <7>_ % ,falls m =4k +2, ke Ny
—1/3 Lfallsm=4k+3 ke N,

2

SIS

Es wére nun etwas kompliziert, wenn man die daraus resultierende Taylor-
reihe ganz klassisch mit dem Summenzeichen ) aufschreiben wollte, da
die Ableitungen sich nicht allzu gutwillig verhalten. Einfacher ist es, einige
Summanden zu notieren und dann die beliebte Piinktchenschreibweise ins
Spiel zu bringen. Es gilt also:

To(x) = f:gmréf) (-7
5)

11 m\% 11 m\3
T R AC
212 6 312 6

+11 ( 77)4+11 3 ( W)Sj:
—_ . x_* —_—— . x—— oo,
412 6 512 6

Dabei habe ich nichts weiter getan als die Ableitungen der Sinusfunktion,
die ich fiir den Entwicklungspunkt T bestimmt habe, in die Taylorformel
einzusetzen.

9.11 Berechnen Sie mit Hilfe einer Taylorreihe ndherungsweise +/17.

Losung Zur Berechnung von Wurzeln kann man auf einen Spezialfall des bi-
nomischen Lehrsatzes zuriickgreifen. Dieser Satz stellt eigentlich nur die Taylor-
reihe fiir Potenzen von 1 + x auf und macht eine Aussage dariiber, fiir welche
x-Werte diese Taylorreihe gegen die entsprechende Potenz von 1+ x konvergiert.
Setzt man fiir eine beliebige reelle Zahl a:

(a) :a'(a—1)~~(oz—n+1) und (a) 1
n n! 0

und bezeichnet diesen Ausdruck als den Binomialkoeffizienten ,,« iiber n“, dann
gilt fiir jede Zahl x mit |x| < 1:

(1+x)*= Z <:>x",

n=0

wobei die Reihe auf der rechten Seite genau die Taylorreihe der Funktion f(x) =

(1 4+ x)* mit dem Entwicklungspunkt xo = 0 ist. Nun geht es aber um Wurzeln,

und daher setze ich speziell @ = % Dann gilt also fiir |x| < 1:

n

x/l—F_x:i(;>-x”.
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Um nun mit dieser Formel konkret rechnen zu koénnen, sollte ich einige der

Binomialkoeffizienten ausrechnen. Natiirlich ist (g) = 1, denn das gilt fiir jedes
a. Weiterhin ist

(=4 ()= =4

Da ich nicht die gesamte Taylorreihe ausrechnen kann, gehe ich nur bis zum
Taylorpolynom vierten Grades und schreibe:

1

(1 . 1 1, 1 5,
vl—l—x:Z L) %1+5x—§x+
n=0

—x - ——x
16 128

fiir |x| < 1. Natiirlich kann ich diese Formel fiir meine Aufgabenstellung nicht
direkt in der Form /17 = +/1 + 16 fiir x = 16 anwenden, da offenbar |16| > 1
ist. Man kann sich aber mit einem kleinen Trick behelfen. Ich ziehe die 16 aus
der Wurzel heraus und erhalte:

17 1
V17 = ([16- = =4y /14 —
16 T 16

1

1 1 5
~4.(1 — —
< + 2-16 8-256 + 16 - 4096 128 - 65536>

~ 4-1.0307764 = 4.1231056,

wobei ich die obige Wurzelformel fiir x = |- verwendet habe. Damit habe ich
die Néherung

V17 ~ 4.1231056,
die immerhin auf sieben Stellen nach dem Komma genau ist.
9.12 Unrersuchen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren.

n—
Vl3+1 b

gk
i

@

3
Il
—

o0
:e 24/n+1,
(ii) Zz s
n—=
e 1
(iii) Zlcos o
n=

00
: 1
(iv) ;12::1 (n+1)In*(n+1)
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Losung Die Frage nach der Konvergenz einer Reihe miissen Sie genau un-
terscheiden von der Frage nach dem tatsdchlichen Grenzwert dieser Reihe: oft
genug kommt es vor, daff man zwar nachweisen kann, daf} eine Reihe konver-
giert und damit einen Grenzwert besitzt, aber weit davon entfernt ist, diesen
Grenzwert auch ausrechnen zu konnen. In dieser Aufgabe geht es nun darum
festzustellen, ob die gegebenen Reihen irgendeinen Grenzwert haben - aber falls
sie einen haben, ist es nicht verlangt, ihn tatsdchlich auszurechnen, zumal das
bei diesen Reihen kaum oder nur sehr schwer méoglich sein diirfte.

In den Aufgaben 9.2 und 9.3 haben Sie schon einige Kriterien gesehen, mit
deren Hilfe man die Konvergenz bzw. Divergenz einer Reihe feststellen kann.
Hier werden nun weitere hinzukommen

(i) Schon bei der Reihe Z

3+1 geht es los, denn sie ist ein Fall fiir das Majo-

rantenkrlterlum, das 1ch zundchst einmal allgemein formuliere. Dazu seien

Z a, und Z b, Reihen und es gelte b, > 0 fiir alle natiirlichen Zahlen n

n=1 n=1

o0
ab irgendeiner Nummer ny. Ist dann > b, konvergent und gilt |a,| < b,
n=1

o0
fiir alle n ab irgendeiner Nummer n,, so ist ) g, absolut konvergent. Das
n=1

o0
heifit erstens, daf§ > |a,| konvergiert, und zweitens folgt daraus, dal auch
n=1

o0
die Reihe Y a, selbst konvergiert.
n=1
Um dieses Majorantenkriterium anzuwenden, muf ich also eine Reihe fin-

den, deren Summanden iiber denen der gegebenen Reihe liegen und die
auflerdem noch konvergiert. Das ist hier gar nicht so schwer. Natiirlich ist

Jn—1 <«/n—1

n+1 -

denn im zweiten Bruch teile ich durch weniger, so daf} ich einen grofleren
Wert erhalten mufl. Wegen +/n — 1 < /n folgt weiterhin:

Vn—1 _n-1 f n%_ 1 1

n3 +1 — n3 - n3 n3 n2-> 2°

S

Also ist

vn—1 1

n 41 n?

fiir alle natiirlichen Zahlen n. Von der Reihe % ist aber bekannt, daf? sie

n=1
konvergiert, was Sie beispielsweise der Losung zu Aufgabe 9.5 (i) entnehmen
konnen. Ich habe daher in dieser Reihe eine konvergente Majorante zu mei-
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ner urspriinglichen Reihe gefunden, und da alle auftretenden Summanden
positiv sind, folgt aus dem Majorantenkriterium, dafl die Reihe konvergiert.

Das umgekehrte Kriterium findet bei der Reihe Z 2t eine Anwendung:

das Minorantenkriterium, das angibt, wann bestlmmte Reihen divergieren.
Daf die Reihe erst bei n = 2 und nicht wie sonst bei n = 1 anféngt, braucht
Sie nicht weiter zu storen, denn erstens kénnte man hier n = 1 iiberhaupt
nicht einsetzen und zweitens hingt die Konvergenz einer Reihe nicht vom
ersten Summanden ab. Wenden wir uns also zunédchst dem allgemeinen Mi-

o) o0
norantenkriterium zu. Dazu seien wieder > a, und > b, Reihen und es
n=1 n=1
gelte b, > 0 fiir alle natiirlichen Zahlen n ab irgendeiner Nummer n,. Ist

dann Y b, divergent und gilt |a,| > b, fiir alle n ab irgendeiner Num-
n=1

o0 o0
mer 1, S0 ist Y a, nicht absolut konvergent, das heifit, die Reihe > |a,|
n=1 n=1
ist divergent. Gilt auch noch a, > 0 fiir alle Summanden g, ab irgendeiner

natiirlichen Zahl, dann folgt daraus natiirlich sofort, dafl auch die urspriing-
o0
liche Reihe Y a, divergiert, da sie bis auf ein paar Summanden mit der

n=1
divergenten Reihe der Betrdge von g, iibereinstimmt.
Um nun dieses Minorantenkriterium anzuwenden, muf} ich eine Reihe fin-
den, deren Summanden unter den Summanden der gegebenen Reihe liegen
und die auflerdem divergiert. Nun ist aber sicher

2/n+1 - 2J/n+1
n—1 — n

’

denn im zweiten Bruch teile ich durch einen gréfleren Nenner und erhalte
dadurch eine kleinere Zahl. Aulerdem gilt wegen /n+ 1 > 1:

2/n+1 >2\/n+1 >g'
n—1 — n T n

o0
Von der sogenannten harmonischen Reihe % ist aber bekannt, daf} sie
n=1

o0
divergiert, und die verdoppelte Reihe ) 2 hat keine Chance, der Divergenz
n=1
gegen Unendlich zu entkommen. Ich habe daher in dieser Reihe eine di-
vergente Minorante zu meiner urspriinglichen Reihe gefunden, und da alle
auftretenden Summanden positiv sind, folgt aus dem Minorantenkriterium,

daf} die Reihe divergiert.

o0
(iii) Die Reihe ) cos < sieht ein wenig abschreckend aus, aber ihre Divergenz ist

n=1
leicht einzusehen, wenn man ein notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz
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o0
einer Reihe heranzieht: falls die Reihe Y a, konvergiert, dann muf fiir die
n=1

Folge der Summanden gelten: lim a, = 0. Wenn eine Reihe also {iberhaupt
n—oo

Chancen auf Konvergenz haben soll, dann miissen sich ihre Summanden
a, mit der Zeit immer deutlicher der Null anndhern. Und das ist hier eben
nicht der Fall, denn mit n — 0o geht bekanntlich % — 0, und da der
Cosinus eine stetige Funktion ist, folgt daraus:

1
lim cosf =cos0=1.
n—o0

Die Folge der Summanden geht also nicht gegen 0, und damit kann die
Reihe nicht konvergieren. Sie ist also divergent.

o.¢]
. . . 1
Sicher kommt Thnen die Reihe n§=1 DI

und es fillt einem nicht sofort ein, was man mit ihr machen koénnte. Hier
kann das sogenannte Integralkriterium helfen, das eine Verbindung zwi-
schen einer Reihe und einem uneigentlichen Integral herstellt. Dazu sei
f :[1,00) = [0, 00) eine monoton fallende Funktion und a, = f(n). Exi-
stiert dann das uneigentliche Integral [ f(x) dx, so konvergiert auch die

ganz besonders schlimm vor,

o0

Reihe Y a,. Existiert das Integral dagegen nicht, so divergiert die Reihe.
n=1

Bei der vorliegenden Reihe habe ich kaum eine Wahl fiir die Funktion f: ich
: _ 1 : _ 1

muf} hier f(x) = GrDIegn Setzen, denn dann gilt f(n) = DI

Die Funktion f liefert auch nur positive Funktionswerte und ist auflerdem

noch monoton fallend, so daf} ich das Integralkriterium anwenden kann.
Dazu muf ich aber erst einmal das Integral

1
5 dx
(x+1)-In“(x+1)

ausrechnen. Das geht mit der Substitutionsregel, denn wenn ich schreibe:

1 1 1
5 dx:/ C— dx
(x+1)-In“(x+1) x+1 In“(x+1)

dann ist 5 genau die Ableitung von g(x) = In(x + 1). Nun driicke ich das
Integral m1t Hilfe der Funktion g aus und erhalte:

1
/x+1 In? (x+1) /g(x)

Nach der Substitutionsregel darf ich g'(x)dx ersetzen durch dg, weshalb
nur noch der Ausdruck > librigbleibt, der nach der Variablen g integriert
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werden muf3. Es gilt also:

, 1 (Y o, gt 1 1
/g(") g2<x>dx_/g2dg_/g i N MYON T

denn ich hatte g(x) = In(x + 1) gesetzt.

Das war natiirlich noch nicht alles: das Integralkriterium verlangt das unei-
gentliche Integral zwischen 1 und Unendlich. So ein uneigentliches Integral
rechnen Sie in aller Regel aus, indem Sie eine obere Grenze a einfiihren, mit
dieser Grenze das normale bestimmte Integral berechnen und anschlieflend
a nach Unendlich gehen lassen. In diesem Fall heifit das:

o0 1 . a 1
/ 5 dx lim 5 dx
1 (x+1D-In“(x+1) a—>oo Ji (x+1)-In"(x+ 1)

= lim L “
P In(x + 1)

1

i 1 1

S ( In(a + 1) + ln2> ’

Dabei habe ich in der zweiten Zeile nur die oben berechnete Stammfunktion
herangezogen und dann die Integrationsgrenzen in diese Stammfunktion
eingesetzt. Fiir a — 0o wird nun aber der Logarithmus von a + 1 beliebig
grof3 und sein Kehrwert daher beliebig klein. Deshalb ist:

p (L)1
asco\ In(a+1) In2/) In2’

und daraus folgt, dafy das uneigentliche Integral tatsdchlich existiert. Nach
dem Integralkriterium ist dann auch die Reihe konvergent.
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10.1 Berechnen Sie:

1 @—=7i)+ (12 — 13i);
(i) (5 —23i) — (2 — 3i);
(iii) (5 — 23i) - (2 — 3i);
@iv) (4+1)- (6 —2i).

Losung Ausgangspunkt der gesamten komplexen Zahlen ist die sogenannte
imaginire Einheit i = +/—1, also die imaginire Wurzel aus —1. Jede komplexe
Zahl hat dann die Form a-+ bi, wobei a und b reelle Zahlen sind und man norma-
lerweise a als den Realteil und b als den Imaginirteil der komplexen Zahl a + bi
bezeichnet. In dieser Aufgabe geht es darum, die {iblichen Grundrechenarten fiir
komplexe Zahlen einzuiiben. Am einfachsten sind dabei Addition und Subtrak-
tion: man addiert bzw. subtrahiert zwei komplexe Zahlen genauso, wie man zwei
Klammerausdriicke addieren oder subtrahieren wiirde, in denen die Variable i
vorkommt. Das heifit also, man verarbeitet einerseits die Realteile und anderer-
seits die Imaginérteile. Auch die Multiplikation ist einfach, denn zwei komplexe
Zahlen kann man als zwei Klammerausdriicke deuten, die durch schlichtes Aus-
multiplizieren der Klammern miteinander multipliziert werden kénnen. Sobald
das getan ist, mufl man nur noch beachten, dafl i?=—1 gilt, und die Multipli-
kation ist erledigt. Bei der Division ist es etwas schwieriger, aber das werde ich
nachher in Aufgabe 10.2 erkléren.

(i) Die Additionsaufgabe (2 — 7i) + (12 — 13i) 18se ich, indem ich separat nach

Real- und Imaginérteilen addiere. Es gilt also:

(2—7i)+ (12— 13i) = 2+ 12 + (=7 — 13)i = 14 — 20i.
(ii) Bei der Subtraktion (5 — 23i) — (2 — 3i) gehe ich genauso vor. Damit folgt:
(5-231))—(2—-3i))=5—-2+4(—23 — (=3))i =3 — 20i.
(iii) Um die Multiplikation (5 — 23i) - (2 — 3i) durchzufiihren, multipliziere ich
einfach die beiden Klammern aus, und das heiflt, ich multipliziere jeden

Summanden der ersten Klammer mit jedem Summanden der zweiten. Das
ergibt:

(5—23i)-(2—3i) = 5-245-(—3i) —23i-2—23i-(—3i) = 10— 15i — 46i +69i°.
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Nun gilt aber —15i — 46i = —61i und auflerdem folgt aus i* = —1 sofort
69i> = —69. Setzt man das oben ein, so ergibt sich:

10 — 15i — 46i + 69i* = 10 — 61i — 69 = —59 — 61i.
Insgesamt habe ich also
(5 —23i) - (2 —3i) = =59 — 61i.

(iv) Nicht anders geht man bei der Multiplikation (4 + i) - (6 — 2i) vor. Ausmul-
tiplizieren ergibt:

(4+i)-(6—2i)=4-644-(=2i)4i-6+1i-(—2i) =24 — 8i + 6i — 2i°.
Da aber —8i + 6i = —2i und —2i* = —2- (—1) = 2 gilt, folgt:

24 — 8i+6i —2i* =24 —2i+2=26—2i,
also

(4 +1i)- (6 —2i) =26 — 2i.

10.2 Berechnen Sie:

: 34+4i,
GV

120,
i) =5

(i) |5
Losung Bei der Division komplexer Zahlen kann man sich nicht mehr auf

Analogien zum vertrauten Rechnen mit Klammern berufen, sondern muf sich
etwas Neues einfallen lassen. Sobald ich die Divisionsaufgabe

a+ bi
c+di

durchzufithren habe, muf ich in aller Regel auf die dritte binomische Formel
(x+ y)(x— y) = x* — y* zuriickgreifen. Mit x = ¢ und y = di gilt dann ndmlich:
(c+di)(c—di) =c* — (di)? =2 —d** =+ d?,
denn 2 = —1. Ich kann daher den komplexen Nenner aus der Welt schaffen,
indem ich den Bruch mit der Zahl ¢ — di erweitere.
3+4i

(i) Nach dem beschriebenen Verfahren berechne ich 3%7:. Der Nenner lautet
3 — 4i, also erweitere ich den gesamten Bruch mit 3 4 4i. Dann ist

344i (34403 + 4i)
3—4i  (B—4)(G+4i)
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Den Zihler kann ich mit der ersten binomischen Formel erledigen, wiahrend
auf den Nenner natiirlich genau die dritte binomische Formel pafit, denn
genau das war ja mein Ziel. Es gilt also:

(3+4i)(3+4i) 9+24i+ 16 9+ 24i— 16 =7 +24i

3 —4)(3+4i) 32 -4  9—(-16) 25
Dabher ist
3441 —7 4240 7+24_
= = —— 4+ —1.
3 —4i 25 25 25
1-2i

Auch die Divisionsaufgabe —3: stellt uns vor keine neuen Probleme. Der
Nenner heifdt hier —5 + 1, also erweitere ich den Bruch mit der Zahl —5 —i.
Das ergibt:

1-2i  (1—2i)(=5—1i)
—5+i (=5+D)(=5-1)

Im Zdhler muf} ich die beiden Klammern ausmultiplizieren, wéhrend fiir
den Nenner wieder die dritte binomische Formel pafit. Es folgt also:

(1—2i)(=5—1i) —5—i+10i+2i* —74+9 —7+9i

(=5+)(=5—1)  (=52—@G>  254+1 26
Daher ist
1—-2i  —7+9 7+9.
—54+i 26 26 26

(iii) Natiirlich kann man ’ﬁ! ausrechnen, indem man erst die komplexe Divi-

sion durchfithrt und anschliefend den Betrag des Resultats bestimmt. Sie
koénnen sich das Leben aber auch etwas erleichtern, indem Sie die Tatsache
ausnutzen, dafl man einen Betrag immer i{iber die Multipliaktion und die
Division durchziehen kann. Mit anderen Worten: es gilt

_ i
=i

i
1—i

Ich kann also die Betrdge von Zédhler und Nenner ausrechnen und dann die
wesentlich bequemere reelle Division vornehmen. Dazu muf ich nur noch
wissen, wie man den Betrag einer komplexen Zahl bestimmt. Das ist aber
nicht schwer, denn fiir z = a + bi gilt immer |z| = v/a? + b?, wie Sie auch
gleich noch in Aufgabe 10.3 sehen werden. Damit folgt:

lil=10+1i =02+ 12=V1=1
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und

11— = |1+ (=Di| = V12 + (-1)2 = V2.

Insgesamt erhalte ich deshalb:

H 11
= = — = — 2,
[Er i e

wobei Sie die letzte Gleichung erhalten, indem Sie den Bruch % mit /2
erweitern.

i
1—i

10.3 Bestimmen Sie die Polarformen der folgenden komplexen Zahlen.
(i) z=3+4i
(i) z=2—1.

Losung Die Polarform oder auch trigonometrische Form komplexer Zahlen hat
etwas mit der Gauflschen Zahlenebene zu tun.

Man kann jede komplexe Zahl z = x + yi auch dadurch beschreiben, dafl
man sie als zweidimensionalen Vektor in der Ebene auffait und dann Richtung
und Lénge dieses Vektors angibt. Die Lange wird als der Betrag von z bezeichnet
und ist schnell berechnet, denn nach dem Satz des Pythagoras gilt

2l = /%2 + 52,

Bezeichnet dann ¢ den Winkel, den z mit der positiven x-Achse einschliefit, so
gilt wegen

X .
cos @ = Z und sine = %

die Beziehung
z=|z| - (cos¢p +i-sing).

Diese Darstellung von z wird als die Polarform von z bezeichnet. Wahrend man
den Betrag leicht aus x und y mit Hilfe des Pythagoras-Satzes bestimmen kann,
muf3 man sich fiir den Winkel etwas iiberlegen. Sie konnen zwar an den Winkel
¢ mit Hilfe der géngigen Winkelfunktionen sin und cos herankommen, aber das
hat den Nachteil, daf3 die sogenannte Ankathete regelmaflig die Lange |z| hat und
somit wegen der Wurzelfunktion mit Rundungsfehlern zu rechnen ist. Direkter
geht es, wenn Sie den Tangens verwenden: in Abbildung 10.1 ist offenbar:

tan = Z, also ¢ = arctan Z,
x x
wobei arctan den Arcustangens bezeichnet und die Umkehrfunktion des Tangens

darstellt, die Sie auf dem Taschenrechner in der Regel mit so etwas wie der inv-
Taste finden. Das Bild tduscht aber ein wenig, denn wenn Sie mit der Zahl
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z=x+tyi
y
2]
¢
X

Bild 10.1. Komplexe Zahl in der Zah-
lenebene

z = x + yi aus Abbildung 10.1 auf einmal z; = —x — yi betrachten, dann

miissen Sie z genau um einen Winkel von 180° drehen, um zu z; zu kommen.
Deshalb ist ¢; = ¢ + 180°. Die Formel wiirde aber liefern: ¢; = arctan :—i’ =
arctan% = ¢. Das kann aber nicht sein, und daraus folgt, dafl man auf den
puren Arcustangens-Wert unter Umstédnden noch einen Winkel addieren muf,
je nachdem, in welchem Quadranten der Gauflschen Zahlenebene sich meine
komplexe Zahl befindet. Die folgende Tabelle zeigt, wie Sie rechnen miissen;
dabei sind alle Winkel im Bogenmafd angegeben.

X,y ¢ (in Bogenmaf3)
x>0,y>0 go:arctanf

x<0,y>0|@=arctan? + 7

x<0,y<0|@=arctanZ +7

x>0,y <0|¢@=arctan 4 27
x=0,y>0lp=7%
x=0,y<0|o=37
x=0,y=0|¢=0

(1) Fir z = 3+4iist |z] = +/3% + 42 = 4/25 = 5. Weiterhin gilt hier x = 3, y = 4,
also befinde ich mich in der ersten Zeile meiner Tabelle. Daher gilt:

4
¢ = arctan 3 = 0.9273,

wie Sie leicht mit dem Taschenrechner nachvollziehen konnen, falls Sie ihn
auf Bogenmaf3 eingestellt haben - dafiir sollte es so etwas wie eine rad-Taste
geben. Die Polarform lautet also:

z=1|z|-(cosgp+i-sing) =5-(c0s0.9273 +i-sin0.9273).

(i) Fiir z =2 — i ist |z| = /22 + (—1)? = /5 & 2.2361. Hier ist nun x = 2 und
y = —1, und daher befinde ich mich in der vierten Zeile der Tabelle. Damit
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folgt:
-1
@ = arctan > + 27 = —0.4636 4 2 = 5.8196,

wobei ich mit einer Genauigkeit von vier Stellen nach dem Komma gerechnet
habe. Die Polarform lautet also:

z=|z| - (cos@+i-sing) = /5 (cos5.8196 + i - 5.8196).

10.4 Rechnen Sie die folgenden komplexen Zahlen in die Form z=a+b-i
um.

(i) z=lz|(cosp +ising) mit [z] =1 und ¢ = T3
(ii) z = |z|(cos ¢ + isin ¢) mit |z| = 3 und ¢ = 2.
Dabei sind die Winkel jeweils im Bogenmafd zu verstehen.

Losung Bei dieser Aufgabe sollen Sie den umgekehrten Weg gehen und aus
der Polarform die sogenannte Normalform z = a + bi berechnen. Dazu ist nur
wenig zu sagen. Sowohl der Winkel ¢ als auch der Betrag |z| sind gegeben, und
Sie miissen nur noch in die gegebene Formel einsetzen.

(i) Aus z = |z|(cos ¢ + isin ) mit |z] =1 und ¢ = T folgt:

7T+_ . T
Z=cos— +1-sin—.
4 4

Nun entspricht aber das Bogenmafl von 7 einem Winkel von 45°, und wenn
Sie diesen Winkel in einen Einheitskreis einzeichnen, werden Sie feststellen,
dafl Sinus und Cosinus den gleichen Wert liefern, ndmlich %«/5 = 0.7071.
Natiirlich konnen Sie diesen Wert auch mit einem Taschenrechner ermitteln.
In jedem Fall ist dann:

1 1 1
z2=-\2+41i -v2=-V2(1+1).
2 2 2
(ii) Aus z = |z|(cos ¢ + isin ¢) mit |z| = 3 und ¢ = 2 folgt:
z=23-(cos2+1i-sin2).

Hier hilft nun keine Geometrie mehr, die Winkelfunktionswerte von ¢ = 2
mufl man sich mit dem Taschenrechner verschaffen. Mit einer Genauigkeit
von vier Stellen nach dem Komma gilt:

cos2 = —0, 4161 und sin2 = 0.9093.
Daraus folgt:

z=—3-0.416143-0.9093i = —1.2483 + 2.7279i.
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10.5 Es sei z = 2 + 3i. Bestimmen Sie die Polarform von z und berechnen Sie
mit Hilfe der Polarform die komplexe Zahl z’. Berechnen Sie auflerdem beide
Quadratwurzeln aus z.

Losung Sobald Sie die Polarform einer komplexen Zahl zur Verfiigung haben,
ist die Potenzierung sehr einfach. Fiir z = |z|(cos ¢ + i sin ¢) gilt immer:

Z" = |z|" - (cosng + i - sin ne).

Natiirlich muf ich zu diesem Zweck erst einmal |z| und ¢ kennen, aber das macht
mit den Methoden aus Aufgabe 10.3 keine Schwierigkeiten. Zunéchst lautet der
Betrag:

lz] = V22 + 32 = V/13.

Und da beide Komponenten von z positiv sind, kann ich den Winkel direkt nach
der ersten Zeile der Tabelle aus Aufgabe 10.2 berechnen. Das heif3t:

3
¢ = arctan > = 0.9828,

wobei der Winkel im Bogenmafl gerechnet ist. Damit habe ich die Polarform
Z = 4/13(c0s 0.9828 + isin 0.9828).

Nun kann ich direkt die oben angegebene Formel verwenden. Verbal formuliert
sagt sie aus, dafl man den Betrag von z mit n potenziert und den Winkel mit n
multipliziert. Die Potenzierung des Betrags fiihrt zu

6
12/ = V13 = 13° /13 = (13%) V13 = 133 /13 = 2197- /13 = 7921.3959

mit einer Genauigkeit von vier Stellen nach dem Dezimalpunkt. Wegen 7 -
0.9828 = 6.8796 folgt dann:
z’ = (x/13(cos 0.9828 + isin 0.9828))”
= 7921.3959 - (c0s6.8796 + i - sin 6.8796)
= 7921.3959 - (0.8274 + 0.5617i)
= 6554.1629 + 4449.448i.
Hier ist allerdings etwas Vorsicht am Platz. Da ich andauernd mit Wurzeln,

Cosinus- und Sinuswerten rechne, mache ich natiirlich Rundungsfehler. In die-
sem Fall wiirde das exakte Ergebnis lauten:

z’ = 6554 + 4449i.

Auch das Wurzelziehen ist kein grofler Aufwand, wenn man die Polarform zur
Verfiigung hat. Da das Wurzelziehen die gegenteilige Operation zum Potenzieren
ist, mufl man auch die gegenteiligen Operationen mit den Bestandteilen Betrag
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und Winkel durchfiihren: da vorher der Betrag potenziert wurde, wird jetzt die
Wurzel aus ihm gezogen, und da vorher der Winkel mit dem Exponenten multi-
pliziert wurde, werde ich jetzt den Winkel durch den Exponenten teilen. Damit
folgt fiir die erste Quadratwurzel z; von z:

z1 =/ |7| (cos§+i~sinf).

2

Im Falle meiner konkreten Zahl z ist aber |z| = +/13 und ¢ = 0.9828. Wegen
VA/13 = /13 = 1.8988 und 2228 = 0.4914 gilt dann:
z; = 1.8988 - (c0s0.4914 + i - sin 0.4914)
= 1.8988 - (0.8817 + 0.4719i)
= 1.6742 + 0.8960i.

Wie iiblich bei Quadratwurzeln ist die zweite Quadratwurzel gleich der negativen
ersten, und daher:

z; = —1.6742 — 0.89601.

Natiirlich werden die Ergebnisse besser und genauer, je mehr Stellen man bei der
Rechnung mitschleppt. Hier habe ich beispielsweise mit vier Stellen nach dem
Dezimalpunkt gerechnet; bei sieben Stellen erhalten Sie die genaueren Werte

z; = 1.6741494 + 0.8959774i und z, = —1.6741494 — 0.8959774i.

10.6 Rechnen Sie die folgenden komplexen Zahlen in die Form z =a+b - i
um.

M 2=

(ii) z, = 5efl.
Losung Die Exponentialform einer komplexen Zahl ist eigentlich nichts wei-
ter als eine andere Schreibweise fiir die Polarform. Man kann sich {iberlegen,

dafl man in die {ibliche Exponentialfunktion zur Basis e auch komplexe Zahlen
einsetzen darf, und daf} dabei die folgende Eulersche Formel herauskommt:

et = ¢* . (cos y +i-sin y),

wobei der Wert von y natiirlich wieder als Bogenmaf3 interpretiert wird. Deshalb
gilt auch fiir eine beliebige komplexe Zahl z:

z=|z| (cos@+i-sing) = |z|-e"?,

und diese Darstellung nennt man die Exponentialform der komplexen Zahl z. Sie
konnen also eine in der Polarform gegebene Zahl direkt in die Exponentialform
umschreiben und umgekehrt. Die Exponentialform hat dabei den Vorteil, dafl die
iiblichen Regeln fiir die Exponentialfunktion auch noch giiltig bleiben, wenn man
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komplexe anstatt reelle Inputs verwendet. Zum Beispiel wissen Sie, dafl man eine

Potenz potenziert, indem man die Exponenten miteinander multipliziert. Fiir

n € N gilt also: (e””)" = e"". Das wird sich in Aufgabe 10.7 noch als niitzlich

erweisen. In Aufgabe 10.6 geht es zunéchst einmal nur um die Umrechnung von

der Exponentialform in die Normalform a + bi.

(i) Die komplexe Zahl z; = ¢>~* ist in die Form a + bi umzurechnen. Nach der
Eulerschen Formel ist

4 = ¢ . (cos(—4) + isin(—4)),

wobei der Input —4 im Bogenmaf} zu verstehen ist. Schon das kann man
mit einem Taschenrechner erledigen. Sie konnen aber auch noch ausnutzen,
dafl man im Cosinus ein Minuszeichen ignorieren kann, denn es gilt immer
cos(—x) = cos x, wahrend man das Minuszeichen aus dem Sinus herauszie-
hen kann, weil stets sin(—x) = —sinx gilt. Daher ist:

e’ - (cos(—4) + isin(—4)) = €* - (cos4 — isin4).

Der Rechner liefert e = 20.0855, cos4 = —0.6536 und sin4 = —0.7568.
Damit folgt:
4 = ¢ . (cos4 — isin4) = 20.0855 - (—0.6536 — 0.75681)
= —13.1279 — 15.2007i.

Die Rechnung habe ich dabei jeweils mit einer Genauigkeit von vier Stellen
nach dem Dezimalpunkt durchgefiihrt.

(ii) Bei z, = 5e7’ kann man wieder auf ein wenig Trigonometrie zuriickgreifen.
Nach der Eulerschen Formel ist

Se%i:5-<cosz+i'sinz>.
4 4

In Aufgabe 10.4(i) hatte ich aber schon erwéhnt, dafl man Cosinus- und

Sinuswert von 7 mit Hilfe eines gleichschenkligen rechtwinkligen Dreiecks

bestimmen kann und dabei die Werte

T T 1
Cos — = sin — = —4/2
4 4 2f

herausfindet. Daraus folgt:

. 1 | 5 5
5e41=5-(cosZ+i-sin”)=5-<2ﬁ+i-2ﬁ> =§x/§+5ﬁ-i.

4

10.7 Essei z = 1+2i. Bestimmen Sie die Exponentialform von z und berechnen
Sie mit Hilfe der Exponentialform die komplexe Zahl z’. Berechnen Sie aulerdem
beide Quadratwurzeln aus z.

Losung Sie werden bei dieser Aufgabe eine gewisse Ahnlichkeit zu Aufgabe 10.5
erkennen: dort mufite man mit einer anderen Zahl im Grunde das Gleiche erledi-
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gen, nur daf3 das Hilfsmittel in 10.5 die Polarform war. Hier soll ich die Aufgabe
mit Hilfe der Exponentialform angehen, aber Sie haben schon in Aufgabe 10.6
gesehen, dafl die Exponentialform eigentlich nur eine andere Schreibweise fiir
die Polarform ist. Ich berechne also wie tiblich erst einmal den Betrag |z| und
den passenden Winkel ¢. Fiir den Betrag gilt:

lz| = V12 + 22 = /5.

Fiir den Winkel verwende ich wieder die Tabelle aus Aufgabe 10.3. Mit x =1
und y = 2 befinde ich mich in der ersten Zeile der Tabelle, und das heifit:

2
¢ = arctan 1= 1.1071.

Die Polarform lautet also
z=+/5(cos1.1071 4 i - sin 1.1071),

und nach der Eulerschen Formel ergibt das die Exponentialform:

z= /5"

Das Potenzieren ist jetzt sehr einfach, denn es gelten die iiblichen Regeln der
Potenzrechnung: man potenziert eine Potenz, indem man die Exponenten mul-
tipliziert. Zunédchst ist

1 6
«/57:\/56-\/5:@5) 5 =5 /5 = 125 - /5 = 279.5085.

Weiterhin gilt:

7.74971

<6141071i)7 — e7-1.1071i —e

Wegen e’ = cos x + i - sin x bedeutet das:

(eM197) = 77471 — 05 7.7497 + i - sin 7.7497.

Nun setze ich die Ergebnisse zusammen und erhalte:

4 = \/57 . (81.10711')7
= 279.5085 - (cos7.7497 + i - sin 7.7497)
= 279.5085 - (0.1041 + 0.99461)
= 29.0968 + 277.9991i.
Auch hier wieder der iibliche Aufruf zur Vorsicht. Die Nachkommastellen entste-
hen durch unvermeidliche Rundungsfehler, denn beim Potenzieren von 1+42i mit

der natiirlichen Zahl 7 kann wieder nur eine komplexe Zahl mit ganzzahligem
Real- und Imaginérteil herauskommen. Aber das kann man auch schon an dem
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hier berechneten Ergebnis ablesen, denn das exakte Resultat lautet natiirlich:
z/ =29 +278i.

Nun geht es noch um die Quadratwurzeln von z. Ich gehe dabei so vor wie in
Aufgabe 10.5 und berechne nur eine Wurzel z,, da sich die zweite Quadratwurzel
z, automatisch aus z, = —z; ergibt. Nun liegt aber z bereits in der Form z =
|z| - €' vor, und genau wie in 10.5 kann ich daraus mein z; berechnen, indem
ich die Wurzel aus dem Betrag ziehe und den Winkel halbiere. Wegen

z = /5. 07

rechne ich also:

1.1071
\/+/5 = /5 =1.4953 und ——— = 0.55355.

Damit folgt:

z = 1.4953 . 02
= 1.4953 - (c0s0.55355 + i - sin 0.55355)
= 1.4953 - (0.8507 4 0.52571)
= 1.2721 4 0.7861i.

Daraus folgt dann sofort z, = —1.2721 — 0.7861i.

Ich mochte wieder daran erinnern, dafl ich nur mit vier Stellen nach dem
Dezimalpunkt gerechnet habe. Die Genauigkeit wird natiirlich um so gréfier, je
mehr Stellen ich mitfithre. Bei einer Rechnung mit sieben Stellen erhdlt man
beispielsweise:

z; = 1.2720196 + 0.7861514i und z, = —1.2720196 — 0.7861514i.

10.8 Die Funktion f : R — R sei definiert durch
_fJm—x falsO<x<w
f(x)_{x—w falls m <x <27’

wobei f periodisch auf ganz R fortgesetzt wird. Zeichnen Sie ein Schaubild von
f und berechnen Sie die Fourierreihe von f. Zeigen Sie, dafl die Fourierreihe
nach dem Dirichlet-Kriterium gegen die Funktion f konvergiert.

Losung Dafl im Kapitel iiber komplexe Zahlen eine Fourierreihe auftaucht, mag
auf den ersten Blick etwas iiberraschend wirken, hat aber durchaus seinen Sinn.
Zuniéchst einmal geht es bei der Fourierreihe darum, eine gegebene Funktion f
als Summe von trigonometrischen Funktionen sin(nx) und cos(nx) zu schrei-
ben. Man sucht also nicht mehr die Taylorreihe einer Funktion, sondern eine
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sogenannte trigonometrische Reihe

ao = .
> + Z(an cos(nx) + b, sin(nx)),

n=1

die meine Funktion f darstellen soll. Sie sehen, dafi in dieser Reihe kein einziges
i auftaucht, so dafl die Frage, welche Berechtigung eine solche Aufgabe in einem
Kapitel {iber komplexe Zahlen hat, sich fast schon aufdréngt. Es ist aber doch
so, daf$ man nicht nur diese abstrakte Reihe aufschreiben will, sondern konkret
wissen mochte, wie die Koeffienten a, und b, heiflen. Diese Fourierkoeffizienten
kann man mit Hilfe von Integralen ausrechnen. Es gilt ndmlich:

21
1
a, = — /f(x) cos(nx) dx fiir alle n € NU {0}
a
0
und
21
b, = 1 /f(x) sin(nx) dx fiir alle n € N,
T
0

sofern f eine 27r-periodische und integrierbare Funktion ist, die man durch eine
Fourierreihe darstellen kann. Bei der Herleitung dieser Formeln braucht man
aber ganz massiv die Eulersche Formel iiber die Exponentialform komplexer
Zahlen, die Sie in Aufgabe 10.6 gesehen haben. Die komplexen Zahlen spielen
daher bei der konkreten Berechnung der Fourierreihe einer Funktion keine Rolle
mehr, aber ohne sie fillt die Herleitung der nétigen Formeln mehr als schwer.
Ist nun eine Funktion f gegeben, so gibt es mit den sogenannten Dirichlet-
Bedingungen ein einfaches Kriterium dafiir, wann diese Funktion ihrer eigenen
Fourierreihe entspricht. Dazu nehme ich eine 27-periodische Funktion f : R —
R, die die folgenden Bedingungen erfiillt.
(a) Man kann das Intervall [0, 277) in endlich viele Teilintervalle zerlegen, auf
denen f stetig und monoton ist.
(b) An jeder Unstetigkeitsstelle x, existieren die einseitigen Grenzwerte

f—(x0) = xﬁLiorquqﬂf(x) und fi(x0) = lim f(x).

X—>X0,X>X0
Dann weify man, dafl f an jeder Stetigkeitsstelle mit seiner Fourierreihe {iber-

einstimmt, und zusétzlich konvergiert fiir jede Unstetigkeitsstelle x, die Fourier-
reihe gegen den Wert

fxo) = %(ff(xo) + f1(x0)).
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Bild 10.2. Funktion f

Jetzt habe ich das gesamte notige Material bereitgestellt und kann mich der
konkreten gegebenen Funktion

f(x):{’”_x fals 0 <x <

x—a falls7 <x<2mw

widmen. Thr Schaubild finden Sie in Abbildung 10.2.

Die Funktion f erfiillt offenbar die Dirichlet-Bedingungen, denn sie ist nicht
nur stiickweise, sondern sogar durchgingig stetig, und das Intervall [0, 277) kann
ich in die Teilintervalle [0, 77) und [7r, 27) zerlegen, auf denen f monoton ist. Da-
mit ist garantiert, dafl f fiir jedes x € R mit seiner Fourierreihe {ibereinstimmt,
und ich muf diese Reihe nur noch ausrechnen. Das ist eine etwas lingere Ubung
im Integrieren.

Fiir n = 0 ist

1 21
ap = ;/0 fx) dx,

und das entspricht genau dem Flicheninhalt des Dreiecks mit der Grundseite
von —7r bis 7, wie Sie in Abbildung 10.2 sehen konnen. Die Grundseite des
Dreiecks hat die Lange 277, und die Hohe betrégt gerade 7. Fiir die Fliche und
damit fiir das Integral folgt dann:

2 1
/ fx) dx == -2m - = 7.
0 2
Daraus folgt:

a)y= — T

3
Il
3
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Die anderen Integrale sind nicht ganz so leicht auszurechnen. Nach der allge-
meinen Formel fiir die Fourierkoeffizienten gilt nun fiir n € N:

2T
a, = 1 /f(x) cos(nx) dx.
T
0

Nun ist aber die Funktion f stiickweise definiert, und deshalb macht es Sinn,
dieses Integral in zwei Teile aufzuteilen: einmal das Integral von 0 bis 77, und
dann das Integral von 7 bis 277. Das ergibt:

2T

f(x) cos(nx) dx = /W f(x) cos(nx) dx + f(x) cos(nx) dx
0

o

2T

0
2T

= /#(77 — x) cos(nx) dx + (x — ) cos(nx) dx.
0

w

In beiden Integralen kann ich die Klammer ausmultiplizieren und erhalte:

T 21
/ (7 — x) cos(nx) dx + / (x — ) cos(nx) dx
0 T

21

T T 21
=/ 7 cos(nx) dx—/ x cos(nx) dx+/ x cos(nx) dx—/ 7 cos(nx) dx
0 0 T T
2

T T 2T
=7T/ cos(nx) dx —/ x cos(nx) dx—i—/ x cos(nx) dx — 77/ cos(nx) dx.
0 0 T

m

Es gibt hier also zwei Grundintegrale, die ich erst einmal ausrechnen sollte,
namlich

/cos(nx) dx und /xcos(nx) dx.

Das erste ist recht einfach, denn Sie wissen, daf! sinx eine Stammfunktion zu
cos x ist. Daher ist nach der Kettenregel (sin(nx)) = n - cos(nx), und daraus
folgt sofort, daf3 %sin(nx) eine Stammfunktion zu cos(nx) ist. Ich erhalte also

fiir das erste Integral:

/cos(nx) dx = %sin(nx).

Auch das zweite Integral ist nicht so dramatisch, wie es auf den ersten Blick
vielleicht aussieht, denn im achten Kapitel haben Sie gesehen, wie man so etwas
mit Hilfe der partiellen Integration ausrechnen kann. In der Regel

/u’(x)v(x) dx = u(x)v(x) — /v’(x)u(x) dx
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setze ich hier:
v(x) = x, U/ (x) = cos(nx).

Dann ist v'(x) = 1, und wie ich gerade festgestellt habe, gilt u(x) = %sin(nx).
Die partielle Integration ergibt also:

/xcos(nx) dx = x - 1 sin(nx) — / 1 sin(nx) dx = ad sin(nx) + iz cos(nx),
n n n n

denn —% cos(nx) ist Stammfunktion zu %sin(nx). Das sieht nicht so berau-
schend aus, aber Sie miissen bedenken, dafl ich hier erst die unbestimmten
Integrale ausgerechnet habe und noch die jeweiligen Integrationsgrenzen einge-
setzt werden - das wird dann alles wieder etwas iibersichtlicher machen. Wie Sie
oben noch einmal nachsehen konnen, geht es hier um vier bestimmte Integrale,
und das erste lautet:

w

1
= —sin(nm),
n

/ cos(nx) dx = 1 sin(nx)
0 n

0

denn sin 0 = 0. Und schon sieht die Sache etwas angenehmer aus, weil fiir jedes
n € N die Gleichung sin(n7) = 0 gilt. Damit gilt fiir das erste Integral in meiner
obigen Formel:

/ cos(nx) dx = 0.
0

Man kann nicht erwarten, daf} das immer so weiter geht. Das zweite Integral
lautet:

m

w
1
/ xcos(nx) dx = d sin(nx) + = cos(nx)
0 n n 0

1 0 1
- sin(nm) + — cos(nm) — — sin(0) — — cos(0)
n n n n
1 1
= ) cos(nm) — o
denn sin(n7) hatte ich eben schon als 0 identifiziert, und dafl sin0 = 0, cos0 =1
gilt, bedarf kaum der Erwdhnung. Was tibrig bleibt, ist die Frage nach dem Wert
von cos(n). Es gilt aber
cos0=1,cos7m=—1,cos(2m) =1, cos(3w) = —1, ...

und so geht es abwechselnd immer hin und her, woraus die Formel

cos(nm) = (="
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folgt. Insgesamt habe ich also herausgefunden, dafl

7 1 1 -D*—-1
/ x cos(nx) dx = — - (=" — - = %
0 n n n
gilt. Ich will Sie nicht fiberméflig langweilen und behandle deswegen die verblei-
benden Integrale etwas kiirzer - es sind ja im Grunde die gleichen Integrale wie
eben, nur mit anderen Integrationsgrenzen. Zunéchst ist

2T

21
1
/ xcos(nx) dx = ol sin(nx) + — cos(nx)
- n n -

2 1 1
il sin(27rn) + — cos(2mn) — T sin(nm) — — cos(nr)
n n? n n?

1 1

=@ e Y
1— (="

= 7;12 N

denn die Sinusterme werden wieder alle zu Null, und es gilt cos(nm) = (—1)"
sowie cos(27n) = 1. Schliefllich habe ich noch das letzte Integral:

2

1 1
= —sin(27n) — — sin(nw) = 0,
n n

2
/ cos(nx) dx = %sin(nx)

T

da beide Sinusterme zu Null werden.
Damit sind alle Teilintegrale ausgerechnet. Nun fasse ich meine Teilergebnisse
zusammen, um den Koeffizienten a, auszurechnen. Es gilt:

2T

f(x) cos(nx) dx

T 21
—/ x cos(nx) dx+/ x cos(nx) dx
0 T

=D"—-1 1-(D"
- n? + n?

2 n
;(1—(—1) )-

0

In meiner grof3en Integral-Litanei sind ndmlich das erste und das letzte Integral
weggefallen, weil ich fiir sie den Wert Null ausgerechnet hatte, und deshalb habe
ich nur noch das zweite und das dritte Integral aufgeschrieben und dann die
berechneten Ergebnisse eingesetzt. Daraus ergibt sich:

1 27 2
a, = 7/ f(x) cos(nx) dx = — (1 — (=D").
T Jo Thn

Es kommt aber noch etwas besser. Fiir gerades n € N ist bekanntlich (—1)" =1,
und daher 1 — (—1)" = 0. Deshalb ist a, = 0 fiir gerades n € N. Und fiir
ungerades n habe ich (—1)" = —1, also 1 — (—1)" = 2. Somit ist a, = #, und
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ich erhalte die Formel:

o {0 falls n gerade ist

4 falls n ungerade ist °
T

Nach langen Miihen habe ich jetzt die Koeffizienten a, alle zur Hand und weif3
damit, was ich in der Fourierreihe vor die Cosinusterme schreiben mufl. Mit
dhnlicher Mithe kann man jetzt auch noch die Koeffizienten b, berechnen, die
man fiir die Sinusterme braucht, aber zum Gliick geht das hier auch ein wenig
schneller. Die Funktion f ist ndmlich symmetrisch zur y-Achse, und deswegen
kommen auch nur die achsensymmetrischen Summanden der Reihe zum Tragen.
Da die Sinusfunktionen aber punktsymmetrisch und nicht achsensymmetrisch
zur y-Achse sind, werden ihre Koeffizienten verschwinden, und ich habe:

b, = 0 fiir alle n € N.

Damit habe ich alles zusammen und kann die Fourierreihe aufschreiben. Sie
lautet:

flx) = % + Z(a,, cos(nx) + b, sin(nx))

n=1
T oo
=5 + Zl a, cos(nx)
il + cos x + cos(3x) + cos(5x) +
= — x os(3x x) +---
2 w12 - 32 - 52
7 n 4 cos % 4 cos(3x) n cos(5x) "
2 7 32 52
R cos((2n — 1)x)
- EJFWZ Qn—12

n=1



11 Differentialgleichungen

11.1  Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen durch Trennung der Va-
riablen.

() 2xy =y
i) y =+27%
(iii) y' - (1+x°) = 3x?y.

Losung Die Trennung der Variablen ist vermutlich das einfachste und ange-
nehmste Verfahren zur Losung von Differentialgleichungen, hat aber dafiir auch
einen recht eingeschrinkten Anwendungsbereich: sie 1483t sich nur bei Differen-
tialgleichungen der Form y’ = f(x)g(y) anwenden. In diesem Fall kann man

P, . . dy . . . .
sich namlich an die Schreibweise y’ = %2 erinnern und die Gleichung umschrei-

ben zu % = f(x)g(y). Das sieht nicht so aus, als wiirde es weiterhelfen, aber
wenn man zu formalen Zugestidndnissen bereit ist, dann kommt man ein Stiick
vorwirts. Natiirlich ist der Ausdruck % kein wirklicher Bruch, sondern nur eine
andere formale Schreibweise fiir die erste Ableitung. Sie konnen ihn allerdings
fiir einen Moment als Bruch betrachten und dann die Gleichung ’j,—x = f(x)g(y)

nach Variablen sortieren. Das fithrt dann zu der neuen Gleichung

1
—— dy = f(x) dx.
son VI
Da ich nun schon alle Skrupel iiber Bord geworfen habe, kann ich auch gleich
weitermachen und auf beiden Seiten integrieren. Daraus folgt dann

1
——dy = dx.
/g(y) % /f(") *

Man integriert also links nach der Variablen y und rechts nach der Variablen x.
Demnach entsteht links eine neue Funktion in der Variablen y und rechts eine
neue Funktion in der Variablen x, und Sie brauchen nur noch diese Gleichung
nach y aufzul6sen, um die gesuchte Losung der Differentialgleichung zu erhalten.

So seltsam dieses Verfahren auch aussehen mag: Tatsache ist, daf} man seine
Giiltigkeit beweisen kann und auf diese Weise die allgemeine Losung der Diffe-
rentialgleichung erhalt.
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Die Differentialgleichung 2x’y’ = y* paflt genau zum Typ der Gleichung
mit getrennten Variablen, denn ich kann sie schreiben als

Nun verwende ich die Beziehung y' = % und finde:

dy _

dx = 2x%

Um die Variablen voneinander zu trennen, teile ich auf beiden Seiten durch
y* und multipliziere mit dx. Daraus folgt:

1 1

Jetzt habe ich auf beiden Seiten so etwas wie einen Integranden stehen, der
mit einer Funktion anfingt und mit dy bzw. dx aufhort, und werde deshalb
auf beiden Seiten integrieren. Das fithrt zu der Gleichung:

1 1
— dy= [ — dx.
/ 2 / 22
Sie sehen, daf} jetzt Kenntnisse iiber Integralrechnung gefragt sind. Nach
der Regel iiber das Integrieren von Potenzen gilt:

1 _ y! 1
/yzd)’:/)’2dy:_l+c1:—y+cl

und

1 1 1 x7! 1
—dx== [ x?dx==-"—4c=—— +o0,.
/2x2 2/ 2 o te e

Da beide Integrale gleich sein sollten, bedeutet das:

1+ 1+
—— 4 =—— 40y,
1 ox 2
also

1 1 .

- = — —C,

y  2x

denn die Zusammenfassung beider Konstanten fithrt insgesamt zu einer
Konstante ¢, die ich auf die Seite von x schreibe. Jetzt bin ich aber schon
fertig, denn ich muf nur noch auf beiden Seiten den Kehrwert nehmen, um
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schlief3lich die Losung

1 2x 2x

)/: I ~: - = s
i 1—2¢x 1—cx

wobei ich ¢ = 2¢ gesetzt habe. Die Differentialgleichung hat also unendlich
viele Losungen

y(x) = mit ¢ € R,

1 —cx

weil Sie fiir jede reelle Zahl ¢ eine andere Losung y erhalten.

Die Gleichung y’ = (y + 2)* wirkt auf den ersten Blick etwas verwirrend,
weil in ihr kein x vorkommt. Das schadet aber nichts. Ich gehe einfach nach
dem {iblichen Schema vor und schreibe

dy _

2
dx—(y+2).

Nun muf ich wieder die Variablen voneinander trennen und deshalb auf
beiden Seiten der Gleichung durch (y+2)? teilen und mit dx multiplizieren.
Das ergibt:

1

Und schon bin ich so weit, dafl ich auf beiden Seiten ein Integralzeichen
vor den jeweiligen Ausdruck schreiben kann. Damit erhalte ich:

1
/Wdy:/”"'

Nun ist aber nach Aufgabe 8.7:

1 - D e
/(y+2)2dy_/(y+2) b= Ty

und natiirlich
/ 1dx = x.

Fiigt man noch die tibliche Konstante ¢ auf der rechten Seite ein, so folgt
daraus:

———— =x+c¢, also
y+2 y+2

=—(x+o0).
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Somit ist

1
+c

y+2= _x;—i—c’ also schliefllich y = s
Die Gleichung hat also die Lésungen

— 2 mit c e R.

@) = Cx +c

(ili) Auch die Differentialgleichung y'-(14x*) = 3x?y a8t sich nach dem Schema
der Variablentrennung behandeln. Ich 16se zundchst nach der Ableitung y’
auf und erhalte:

, 3x2
Yy = )’3.
(1+x3)

Dann schreibe ich wieder y’ als % und schreibe die Gleichung noch einmal
in der verdnderten Form auf, also:

dy  3x'y 3%
dx  (1+x) A+

V.

Die rechte Seite habe ich gleich so geschrieben, daf die eigentliche Trennung
der Variablen leichter fdllt, denn ich muf jetzt durch y teilen und mit dx
multiplizieren. Das ergibt:

1 3x2

Integrieren auf beiden Seiten fithrt dann zu der Gleichung:

1 3x2
/ydy_/<1+x3) o

Das Integral auf der linken Seite ist nicht weiter aufregend, denn das Inte-
grieren der Kehrwertfunktion ergibt die Logarithmusfunktion. Es gilt also:

1
—dy=1Inly|.
[ 1or-

Auf der rechten Seite brauche ich dagegen die Substitutionsregel: mit g(x) =
1+ x° ist g’(x) = 3x?, und ich kann das Integral schreiben als:

3x? B ) 1 (. 1
[ e = [ = [ g




Differentialgleichungen 281

Die Substitutionsregel sagt dann bekanntlich, dafl ich g'(x)dx durch dg
ersetzen kann, und das bedeutet hier:

) 1 _ [l
/g(x)-g(x)dx—/gdg—lnlgl.

Also ergibt sich insgesamt:
3X2 3 ~
/m dlen|1+x |+C
Da beide Integrale gleich sein sollen, folgt:

In|y| =In|l 4 x°| + ¢

Nun will ich aber y selbst herausfinden und muf} deshalb den unangeneh-
men Logarithmus loswerden. Zu diesem Zweck wende ich auf beiden Seiten
die Exponentialfunktion an und finde:

3 = 3 =
|y| — elnlyl — eln\ler |+¢ — eln|1+x |, f=c. |1 +x3|’

wobei ich ¢ = ef gesetzt und den Umstand benutzt habe, daf3 stets end — g
gilt. Da ich aber nicht an |y|, sondern an y selbst interessiert bin, kann ich
die Betragsstriche weglassen und erhalte:

y(x) =c- (1 +x°) mit c e R.

11.2  Lésen Sie die folgenden Anfangswertprobleme durch Trennung der Va-
riablen, das heiflt, geben Sie die Losung der Differentialgleichung an, die die
aufgefiihrte Anfangsbedingung erfiillt.

@) ¥y +ysinx=0, y(m) =1
(i) (x—1)-(x+1)-y =y, y2) =1

Losung Die Problemstellung dieser Aufgabe ist recht dhnlich zu der aus Auf-
gabe 11.1 - mit einem wesentlichen Unterschied. Wéhrend ich in 11.1 nach einer
allgemeinen Losung gesucht habe, in der immer noch eine frei wahlbare Kon-
stante ¢ € R vorkam, stehe ich jetzt vor einem Anfangswertproblem, denn neben
der eigentlichen Differentialgleichung ist auch noch ein konkreter Funktions-
wert vorgegeben. Ich werde deshalb zuerst die allgemeine Losung der jeweiligen
Differentialgleichung bestimmen und dann zusehen, wie ich mit Hilfe der An-
fangsbedingung den konkreten Wert der Konstanten ¢ berechne.
(i) Die allgemeine Losung der Gleichung y’ 4 ysin x = 0 1df3t sich wieder durch
eine Variablentrennung ermitteln. Ich 16se nach der Ableitung y' auf und

. . .. , dy .
schreibe gleichzeitig y’ als 2. Dann ist

d
d—i} = —ysinx.
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Um die Variablen zu trennen, teile ich durch y und multipliziere mit dx.
Das fiihrt zu:

dy = —sinx dx.

= |~

Integrieren auf beiden Seiten ergibt:

/}1} dy:/—sinx dx, also In|y| = cosx + C.

Ich verwende hier zur Bezeichnung der Konstanten den Namen ¢ und nicht
einfach nur ¢, da diese Konstante noch ein wenig manipuliert wird und
ich den Namen c fiir die endgiiltige Konstante reservieren mochte. Durch
Anwendung der Exponentialfunktion auf beiden Seiten erhalte ich ndmlich:

|)’| — ecosx+£ — ecosx . eE =c- ecosx’

wobei ich ¢ = e setze. Nun ist aber diese Konstante sicher grofler als Null,
da die Exponentialfunktion immer nur positive Ergebnisse liefert, und das
pafit auch zu der Tatsache, daf links der Betrag von y steht. Wenn ich also
y selbst ohne Betragsstriche haben will, dann muf3 ich zu einer beliebigen
reellen Konstante c {ibergehen, und das heifit:

y(x) =c- €  mitc e R.

Aus der eigentlichen Differentialgleichung habe ich damit alles herausgeholt,
was sie hergibt. Jetzt muf ich die Anfangsbedingung verwenden. Sie lautet
y(m) =1, und das kann ich in die gewonnene allgemeine Lésung einsetzen.
Dann folgt:

1 _ _ COST __ -1 _ =

e_y(ﬂ')_ce =c-e =
Also ist 1 = <, und daraus folgt sofort ¢ = 1. Die Losung des Anfangswert-
problems lautet deshalb:

y(x) — eCOSX.
Die Gleichung (x—1)-(x+41)-y" = y behandle ich nach dem gleichen Muster
wie die Teilaufgabe (i). Auflésen nach y’ und Umschreiben der Ableitung in

: d .
die Form % ergibt:

dy y

dx  (x—Dx+1)’
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Wie iiblich trenne ich nun die Variablen, und das heiflt, daf3 ich durch y
teile und mit dx multipliziere. Dann habe ich:

1 1

y V=G oern &

Integrieren auf beiden Seiten fiihrt schliefllich zu:

1 1
/ydy:/(x—1><x+1> dx.

Auf der linken Seite habe ich die mittlerweile schon vertraute Stammfunktion
In|y|. Auf der rechten Seite bleibt mir nicht viel anderes iibrig, als eine
Partialbruchzerlegung vorzunehmen, die aber hier sehr einfach ist, da der
Nenner bereits als Produkt seiner Linearfaktoren vorliegt und alle Nullstellen
einfach sind. Ich mache also den Ansatz:

1 _ A, B
(x—Dx+1 x—1 =x+1°

Multiplizieren mit dem Hauptnenner (x — 1)(x + 1) beseitigt dann sdmtliche
vorkommenden Nenner, und ich erhalte die Gleichung:
Ax+1)+B(x—1)

Ax+ A+ Bx—B

= x(A+B)+A—B.

1

Es muf also 1 = x(A + B) + A — B gelten, und das kann nur dann sein,
wenn A+ B =0 und A — B =1 gilt. Dieses lineare Gleichungssystem ist so
einfach, daf} die Anwendung des Gauf3-Algorithmus nicht lohnt, denn man
sieht schon fast durch bloles Hinsehen, dal A = ; und B = —1 ist. Daraus
folgt fiir das Integral:

/;dx:l/ SR ML (N
(x—=1D(x+1) 2/ x—1 2/ x+1

1 1
= Eln|x—1|—iln|x+1|+5

11 x—1 np
= —In ¢
2 x4+1
1 x—l_i_~
= In c,

x+1

wobei ich die Rechenregeln Ina —Inb =1n ¢ und ;Ina = In/a verwendet
habe. Insgesamt ist also

In|y|=1In
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und die Anwendung der Exponentialfunktion auf beiden Seiten liefert dann:

|y|=eln4/|%+fzc. x—1
x+1

mit ¢ = €°. Da ich an y selbst und nicht an |y| interessiert bin, lasse ich
wieder die Betragsstriche weg und verwende eine beliebige reelle Konstante

¢. Daraus folgt:
x—1
y(x)=c- ”xi-i-l mit ¢ € R.

Damit habe ich die allgemeine Losung der Differentialgleichung bestimmt.
Nun kenne ich aber aus der Anfangsbedingung einen Funktionswert dieser
Losung, ndamlich: y(2) = 1. Einsetzen in die allgemeine Losung ergibt dann:

1= y2) = [2-1 \f
SO ECN I Ty

c=+/3.

[x—1
y(x)=\/§- x+1

die Lésung meines Anfangswertproblems.

und damit

Somit ist die Funktion

11.3  Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen durch Variation der Kon-
stanten.

(1) y +2xy =3x;
(i) xy'+ y = x - sinx.

Losung Die Variation der Konstanten ist eine Weiterentwicklung der Trennung
der Variablen, die sich auf Differentialgleichungen der Form y' = y- f(x) + g(x)
anwenden ldft. Sie beruht auf folgender Idee. Bei einer Differentialgleichung
y' = y- f(x) + g(x) kann man leider noch so beharrlich versuchen, die Va-
riablen anstdndig zu trennen, es wird einem in aller Regel nicht gelingen. Man
macht sich deshalb das Leben etwas leichter, indem man zuerst die sogenannte
homogene Gleichung 16st, die deshalb so heif3t, weil man den Storterm g(x) der
Einfachheit halber durch 0 ersetzt und sich fiir den Anfang auf die Gleichung
y' = y - f(x) beschrdnkt. Diese Gleichung ist einer Trennung der Variablen
zuginglich, und man bekommt eine vorldufige Losung y = c - irgendetwas her-
aus. Natiirlich ist das keine Losung der urspriinglichen Gleichung, also muf} ich
noch etwas tun. Der Trick besteht nun darin, die Konstante ¢ zu variieren, sie
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also auf einmal als eine Funktion c(x) zu betrachten, die man allerdings vor-
erst nicht kennt. Das dndert alles, denn beim Berechnen von y' muf ich jetzt
die Produktregel verwenden, und wenn man nun die neue Funktion mit dem
unbekannten Teilstiick c(x) in die alte Differentialgleichung einsetzt, dann stellt
man fest, dafl sich alle Schwierigkeiten herauskiirzen und die endgiiltige Losung
y(x) berechenbar wird. Wie das im Einzelnen geht, sehen Sie an den folgenden
Beispielen.
(i) Der Storterm in der Differentialgleichung y’+2xy = 3x ist der Term, der kein
y enthidlt, also offenbar 3x. Ich 16se daher zundchst die homogene Gleichung
y' + 2xy = 0 mit Hilfe der Trennung der Variablen. Dazu muf} ich wieder
die Gleichung nach y’ auflésen und die Ableitung als Differentialquotient
schreiben. Das ergibt:

= = —2xy.

Jetzt trenne ich die Variablen, indem ich durch y teile und mit dx multipli-
ziere. Daraus folgt:

1
— dy = —2x dx.
¥ Yy

Integrieren auf beiden Seiten fiihrt dann zu der Beziehung

1
fdy:/—Zxdx.
/5

Nun steht hier auf der linken Seite wieder einmal das Integral iiber 1

mit
der Stammfunktion In|y|. Ich habe Thnen aber schon in den Aufgaben 11.1
und 11.2 gezeigt, wie am Ende die Betragsstriche wegfallen, indem man von
der positiven Konstanten e° zu der beliebigen reellen Konstanten c iibergeht,
und damit kann ich mir die Betragsstriche auch gleich von Anfang an sparen.
Also erhalte ich:

Iny= —x* + ¢,
was mit Hilfe der Exponentialfunktion zu

y = e—x2+E — e—xz el =c.e
mit einer beliebigen reellen Konstante ¢ fithrt. Nun kann das aber nicht die
Losung der urspriinglichen Differentialgleichung sein, denn ich hatte ja den
Storterm 3x weggelassen. Um nun an die richtige Lésung heranzukommen,
variiere ich die Konstante ¢ und mache den Ansatz:

x2

y=c(x)- e



286

Differentialgleichungen

mit einer bisher unbekannten Funktion c(x). Wenn dieses y eine Losung der
Differentialgleichung sein soll, dann mufl man es in die Gleichung einsetzen
konnen, ohne in Schwierigkeiten zu geraten. Das werde ich im folgenden
auch tun, und dazu rechne ich erst einmal die Ableitung der neuen Funktion
y aus. Nach der Produkt- und der Kettenregel gilt:

y = d(x)- e + (e‘xz)/ - c(x)
=) -e ™ —2x-e - c(x).

Jetzt kann ich in die gegebene Differentialgleichung y’'+2xy = 3x einsetzen,
da ich sowohl y als auch y’ kenne. Dabei fange ich mit der rechten Seite an
und schreibe:
3x = y' +2xy

=) -e ™ —2x-eF c(x)+2x-c(x) e *

= d(x)-e .
In der zweiten Zeile habe ich erstens die berechnete erste Ableitung y’' ver-
wendet und zweitens eingesetzt, dal y = c(x)-e " gilt. Und dabei stellt sich
heraus, dafl beide Summanden, in denen c(x) vorkommt, sich gegenseitig
aufheben, so dafl nur noch der Ausdruck ¢(x) - e * iibrig bleibt. Ich habe
also herausgefunden, daf}

d(x)- e =3x

gilt. Auflésen nach ¢’(x) ergibt dann
d(x) = 3x - e*.

Was ich aber eigentlich wissen will, ist natiirlich nicht ¢’(x), sondern c(x).
Dafiir gibt es ein gutes Mittel: ¢(x) ist Stammfunktion von ¢’(x), also mufl
ich ¢’(x) nur integrieren und erhalte:

c(x) = /3x e dx.
Das ist nun ein Fall fiir die Substitutionsregel. Mit g(x) = x? ist g'(x) = 2x,

was ich fast im Integral vorfinde: ich mufl nur fiir den konstanten Faktor 2
innerhalb des Integrals sorgen. Es gilt also:

/3x~e"2 dx ;/2x~e"2 dx = %/g/(x)eg(") dx

3 3 3 .
/ g§=3e + 7€ + K,
wobei Sie nur bedenken miissen, daf3 die Substitutionsregel es erlaubt,
g (x)dx durch dg zu ersetzen, und dafl ich die Integrationskonstante am

2
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Ende nicht mehr mit dem Buchstaben ¢ bezeichnen darf, weil ¢ schon be-
setzt ist. Deshalb habe ich mich fiir ein k entschieden. Es gilt nun also:

c(x) = %e"z + k mit k € R.

Es gab aber einen einfachen Zusammenhang zwischen y(x) und c¢(x), ndmlich
y(x) = c(x) .e~*,und da ich c(x) mittlerweile kenne, kann ich auch endgiiltig
y ausrechnen. Das Resultat lautet also:

y(x) = (Ze"2 + k> et = g +k-e ™ mitk e R.

(ii) Nicht anders geht man bei der Differentialgleichung xy' + y = x - sinx vor.
Hier lautet der Storterm x-sin x, und ich 16se zuerst die homogene Gleichung
xy'+ y = 0 durch Variablentrennung. Die inzwischen vertraute Umformung
ergibt:

dy = —Z, also 1 dy = 1 dx.
dx X y x

Integrieren auf beiden Seiten fiihrt zu:
1 1 . ~
/y dy = —/; dx, und damit Iny = —Inx +¢.

Wie iiblich verwende ich dabei eine ,vorldufige“ Konstante ¢, die ich dann
mit Hilfe der Exponentialfunktion gleich in die endgiiltige Konstante ¢ = e°
umwandle, denn es gilt jetzt:

1 c

y= e—lnx+c — e—lnx Lef =

nx
enx X

)

denn erstens habe ich wieder einmal ¢ = &° gesetzt, und zweitens ist enx — x,

Damit steht die Losung y = © der homogenen Gleichung fest. Um nun auch
die urspriingliche Gleichung xy’ + y = x - sinx zu lésen, mache ich den

Ansatz

)
.

variiere also wieder die Konstante ¢ und betrachte sie als Funktion. Wie
schon in Teil (i) will ich mit diesem Ansatz in die Differentialgleichung
hineingehen, und dazu brauche ich die Ableitung meiner neuen Funktion y.
Nach der Quotientenregel gilt aber:

/

dx)-x—clx)  x) cx)

x2 x x2
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Und nun setze ich sowohl diese Ableitung als auch die Ansatzfunktion y =
% in die gegebene Differentialgleichung xy' + y = x - sinx ein, wobei ich
wieder mit der rechten Seite anfange. Es gilt:

x-sinx = xy' +y

o (F0 ) o

x x2 x

c(x) c(x)
x

= (x) -
= c(x).

Also ist ¢’(x) = xsinx, und da c(x) eine Stammfunktion von ¢'(x) ist, folgt:

c(x) = /xsinx dx.

Im achten Kapitel haben Sie gesehen, wie man so etwas mit Hilfe der par-
tiellen Integration ausrechnen kann. Setzt man f'(x) = sinx und g(x) = x,
also f(x) = —cosx und g'(x) = 1, so folgt:

/xsinx dx = —cosx-x—/—cosx dx:—xcosx+/cosx dx

= —xcosx + sinx + k,

mit k € R. Damit ist ¢(x) = —x cos x+sin x+k, und da mein Ansatz y = M

lautet, ergibt sich daraus:

—xcosx +sinx + k sinx k
y(x) = o = —CosXx —

11.4 Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme durch Variation der Kon-
stanten.

@ y+i=5 yO=15
(ii) y' =3x2y + e cosx, y(0) =2.

Losung Auch hier geht es um die Variation der Konstanten, aber im Gegensatz

zu Aufgabe 11.3 sind jetzt Anfangswertprobleme gegeben. Ich suche also nicht

mehr nur nach der allgemeinen Losung, sondern muf zusétzlich die Konstante,

die in der allgemeinen Losung auftritt, noch mit Leben fiillen, indem ich die

Anfangsbedingung in die allgemeine Losung einsetze.

(i) Die Gleichung y' + £ = 1“7" wird gel6st, indem ich zunéchst die homogene
Differentialgleichung y’ 4+ 2 = 0 mit Hilfe der Variablentrennung Ise. Die
ibliche Umformung ergibt:

1 1
dy = —Z, also — dy = —— dx.
dx x y x
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Integrieren auf beiden Seiten fiihrt zu:

1 1
/)’ dy:—/; dx, und damit Iny = —Inx +¢.

Die ,vorldufige“ Konstante ¢ werde ich mit Hilfe der Exponentialfunktion
gleich in die endgiiltige Konstante ¢ = e/ umwandeln, denn es gilt jetzt:

1 c

_ —Inx+¢é _ _—Inx c =
y=e =e e =an =
da ich erstens ¢ = e° gesetzt habe und zweitens e"* = x ist. Damit steht die
Lésung y = © der homogenen Gleichung fest. Um nun auch die urspriing-
liche Gleichung y' + 2 = 1“7" zu l6sen, mache ich den Ansatz
c(x)

Pt

variiere also wieder die Konstante ¢ und betrachte sie als Funktion. Die Pro-
zedur verlangt nun von mir, daf3 ich diese Ansatzfunktion in die urspriing-
liche Differentialgleichung einsetze, und dazu brauche ich die Ableitung von
y. Mit der Quotientenregel gilt:

,_d®) - x—clx) _ dx)  cx)

x2 x x2

Inx

Damit kann ich sowohl y als auch y’ in die Differentialgleichung y'+2 = ™

einsetzen und finde:

Inx 'y Jdx) cx)  cx)

x x x x2 x2 x

Ich erhalte also

/
1
¢ x) = %, und damit ¢/(x) = Inx.

X

Nun geht es wieder ans Integrieren, denn es folgt c(x) = [ Inx dx. Dahinter
steckt eine getarnte partielle Integration, denn mit f'(x) = 1 und g(x) = Inx,
also mit f(x) = x und g'(x) = i ergibt sich:

/lnxdx = /1~lnxdx:x-lnx—/i~xdx

= x.lnx—/ldx:x-lnx—x—i—k, mit k € R.
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Ich habe also die Beziehung c(x) = x - Inx — x + k gefunden, und wegen
y= % folgt daraus:

y(x):M:lnx—l+§mitkeR.

Erst jetzt kommt die Anfangsbedingung zum Zuge. Setzt man in die allge-
meine Losung die Bedingung y(1) =1 ein, so folgt:

l=y(1)=Inl—-14+k=—-1+k, also k=2.

Damit lautet die Losung des Anfangswertproblems:
2
y(x)=Inx—1+ 3

Es ist unbestreitbar, dafl die Gleichung y' = 3x%y + ¢* cos x ausgesprochen
abschreckend aussieht, aber das scheint nur so. Es wird sich herausstellen,
dafl sich alle Probleme herauskiirzen, und aulerdem lasse ich am Anfang oh-
nehin den iiblen Term weg, indem ich erst einmal zur homogenen Gleichung
y' = 3x?y iibergehe. In der Form, in der ich sie fiir die Variablentrennung
brauche, lautet sie:

dy 2 1 2
I 3x"y, also 7 dy =3x" dx

Integrieren auf beiden Seiten ergibt:
1
/}/ dy:/3x2 dx und damit Iny = x* 4+ ¢.

Die Exponentialfunktion beseitigt dann wieder den Logarithmus und liefert:
+é % c X

_ X _
y=e"T=¢" . ef=c-e

mit einer reellen Konstanten c. Da die Losung der homogenen Gleichung also
y = c-¢* lautet, mache ich fiir die gegebene Gleichung y’ = 3x>y 4 e* cos x
den Ansatz:

y =c(x) - e

Um diese Ansatzfunktion in die Gleichung einsetzen zu konnen, berechne
ich ihre Ableitung. Nach der Produkt- und der Kettenregel lautet sie:

y =dx)- e+ (exa)/ ce(x) = () - €5 4+ 3x2 - eF - c(x).

Einsetzen in die Differentialgleichung y' = 3x2y + e* cos x liefert dann:

(x) - e +3x% e - c(x)
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/

=
=3y + e cosx
= 3x% . c(x) - e + e cosx.
Auf beiden Seiten der Gleichung steht jetzt der Ausdruck 3x2 - ¢(x) - €', den

ich deshalb auf beiden Seiten abziehen kann. Das reduziert die Gleichung
zu:

3 3
c(x) - e =€ cosx, also ¢'(x) = cosx.

Es haben sich also tatsdchlich alle Probleme von selbst herausgekiirzt, denn
jetzt ist natiirlich

c(x) = /cosx dx = sinx + k mit k € R.

Da ich den Ansatz y = c(x) - ¢ gemacht hatte, kann ich hier jetzt c(x)
einsetzen und finde:

y(x) = (sinx + k) - ¢ =sinx-e* +k-e mitkeR.

Die Aufgabe ist aber noch nicht vollstindig gelost, weil ich noch die An-
fangsbedingung y(0) = 2 verarbeiten muf3. Das sollte jetzt aber kein Pro-
blem mehr sein, denn Sie wissen, was ich dafiir tun muf}: nur noch die
Anfangebedingung in die allgemeine Losung der Gleichung einsetzen. Dann
gilt:

2=y(0)=sin0-eo+k~e0=k, also k = 2.
Daraus folgt:
y(x) = (sinx + 2) - e

11.5 Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen mit Hilfe geeigneter Sub-
stitutionen.

i y=Qx+y-37">-2

(i) xy' = y + /x* — y*

Hinweis: Teilen Sie in Nummer (ii) die Gleichung durch x und setzen Sie
dann z = 2.

Losung Die Methode der Substitution lduft darauf hinaus, die unbekannte
Funktion y fiir eine Weile zu vergessen und dafiir eine neue unbekannte Funk-
tion z einzufiithren, an die man mit etwas Gliick leichter herankommen kann.
Das Problem dabei besteht in der passenden Auswahl dieser neuen Substitutions-
funktion. Ist zum Beispiel eine Differentialgleichung der Form y' = f(ax+by+c)
mit einer bekannten Funktion f und bekannten Konstanten a, b, ¢ gegeben, dann
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kann es sinnvoll sein, eine neue Funktion z = ax+ by + ¢ zu kreieren. Zunichst

gilt dann natiirlich y' = f(z), weil ich den Input von f gerade mit z bezeichnet

habe. Auf der anderen Seite ist aber immer noch z = ax+ by + ¢, und Auflésen

nach y ergibt y = =9, sofern b # 0 gilt. Das kann ich aber wieder nach x

ableiten, wobei Sie bedenken miissen, daf z eine Funktion ist, aber a, b, ¢ nichts
Z—a

weiter als Konstanten darstellen. Daraus folgt: y’ = %3, und ich habe jetzt zwei
Ausdriicke fiir y, die ich gleichsetzen kann. Folglich ist

Z —a

b

= f(2).

Das ist aber eine Differentialgleichung fiir die Funktion z, die man mit der
Methode der Variablentrennung lsen kann. Und sobald ich z(x) kenne, kann
ich natiirlich mit Hilfe der Gleichung y = *==° auch das eigentlich gesuchte
y(x) bestimmen.

Ahnlich funktioniert es bei Gleichungen der Form y = f (Z), bei denen
man normalerweise z = % setzt und dann genauso verfihrt, wie ich es oben
beschrieben habe.

(i) Bei der Gleichung y' = (2x + y — 3)* — 2 setze ich z = 2x + y — 3. Dann ist

in jedem Fall
y/ — 22 _ 27

denn ich brauche nur den Klammerausdruck in der Differentialgleichung
durch z zu ersetzen. Andererseits kann ich aber auch z = 2x 4+ y — 3 nach
y auflésen, was zu der Beziehung y = z — 2x + 3 fithrt. Wenn ich nun diese
Gleichung nach x ableite, erhalte ich:

y =7z -2,

weil auch z eine Funktion von x ist und beim Ableiten deshalb z’' ent-
steht. Nun habe ich zwei verschiedene Ausdriicke fiir y’, die ich natiirlich
gleichsetzen kann. Daraus folgt:

7 —2=2-2,

und das ist eine einfache Differentialgleichung, die Sie mit der Methode der
Variablentrennung 16sen kdnnen. Zunichst entféllt die —2 auf beiden Seiten,
und es gilt:

dz

1
2
— =2z, also — dz =1 dx.
dx z2

Integrieren auf beiden Seiten fiihrt zu:

/izdz:/ldx.
z
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Dafl auf der rechten Seite [1 dx = x gilt, bedarf kaum einer Erwdhnung.
Auf der linken Seite habe ich nach den Regeln iiber das Integrieren von

Potenzen:
1 z7! 1
/—dz:/z‘2 dz="—=—-=.
z2 -1 z

Damit habe ich beide Integrale ausgerechnet, und wenn ich noch die nétige
Konstante ¢ einfiige, ergibt sich:

1 1
——=x+calso - = —(x+c¢), und damit z = —
z z x+c

mit einer reellen Konstanten c. Da ich aber ganz am Anfang festgesetzt habe,
dal z=2x+ y — 3 und deshalb y = z — 2x + 3 gilt, folgt daraus:

1
= -2 3=——— -2 3 mit ¢ € R.
y(x) = z(x) X+ o X+ 3 mit ¢

(ii) Fir die Gleichung xy' = y + /x> — y? gibt die Aufgabenstellung einen
Hinweis, den ich auch sofort befolge. Ich teile also die Gleichung durch x
und erhalte:

Y Y s 1/_)’:_2 \/j
’V_x+x x y_x+ L xz_x+ ! (x)

Dabei habe ich den Faktot 1 in die Wurzel hineingezogen, und innerhalb
der Wurzel wird er zum Faktor x%, mit dem ich die beiden Summanden des
Wurzelinhalts multipliziert habe. Jetzt kann ich mich an den zweiten Teil des
Hinweises halten und z = 2 setzen. Damit lautet die Differentialgleichung:

y =z++1- 22

Wenn ich aber die Beziehung z = £ nach y auflése, dann erhalte ich y = zx,
und mit der Produktregel folgt beim Ableiten nach x:

y =z'x+z,

denn die Ableitung der Funktion x ist 1. Wieder habe ich zwei Ausdriicke
fir y' gewonnen, die ich gleichsetzen kann, und das ergibt die folgende
Differentialgleichung fiir die unbekannte Funktion z:

Zx+z=z++1-—22.

Sie konnen sie vereinfachen, indem Sie auf beiden Seiten z abziehen. Das
ergibt:

Zx=~1-— 22,
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und jetzt kommt wieder die Variablentrennung zum Einsatz. Ich 16se also
nach z’ auf und schreibe danach z’ wie tiblich als Differentialquotient. Dann
ist:

dz—lw/l—zz.

dx  x
Sortieren nach den Variablen z und x ergibt:

1 1
dz = — dx.

V1—22 x

Nun muf ich wieder auf beiden Seiten integrieren. Auf der rechten Seite
habe ich bekanntlich:
1
/ —dx =In|x|.
x

Fiir die linke Seite mufl man die Stammfunktion zu \/% kennen, und

wenn man sie nicht kennt, dann hilft wohl nur das Nachsehen in irgend-
einer Formelsammlung. Dort finden Sie:

1
——— dz = arcsinz.
/ Vi-22
Einschliefllich der Konstanten ¢ € R ergibt sich damit die Gleichung

arcsinz = In|x| + c.

Nun ist aber der Arcussinus die Umkehrfunktion des Sinus. Wenn also der
Arcussinus von z dem Ausdruck auf der rechten Seite entspricht, dann mufl
umgekehrt der Sinus der rechten Seite genau z sein. Ich erhalte also:

z = sin(In |x| 4+ ¢) mit ¢ € R.

Und jetzt miissen Sie sich nur noch daran erinnern, daf§ y = zx gilt, um das
Endergebnis

y(x) =x-sin(In|x| +¢) mit ce R

zu erhalten.

11.6  Gegeben sei ein Teilchen der Masse m in einer Fliissigkeit. Die Sinkge-
schwindigkeit v(t) dieses Teilchens in Abhdngigkeit von der Zeit ¢ wird beschrie-
ben durch die Differentialgleichung

dv

" dr

+k-v=m-g,

wobei k der Reibungsfaktor und g die iibliche Erdbeschleunigung ist.
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(i) Bestimmen Sie die allgemeine Losung v(t).
(ii) Wie lautet die Losung bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit v(0) = v,?

Losung

(i) Diese Aufgabe wirkt deshalb kompliziert, weil die Gleichung nicht wie sonst
mit konkreten Zahlen als Koeffizienten angegeben ist, sondern die Koeffizi-
enten abstrakte Groflen m, k und g sind. An der Gleichung selbst und den
Verfahren zu ihrer Losung dndert das aber gar nichts. Die Funktion heif3t
hier eben v(t) anstatt y(x), und die unabhidngige Variable ist dementspre-
chend ¢ anstatt x, aber ansonsten 16se ich die Differentialgleichung nach den
gewohnten Methoden, und das heiflt in diesem Fall: mit der Trennung der
Variablen. Dazu 16se ich zuerst nach der Ableitung auf und erhalte:

dv k

Tk Sl
da sich beim Teilen durch m der Faktor m vor g herauskiirzt. Auf der rechten
Seite steht nun kein t mehr, so daf§ ich einfach die Gleichung durch die
gesamte rechte Seite teilen und mit dt multiplizieren kann, um die Variablen
sduberlich voneinander zu trennen. Das ergibt:

— dv=1adt.
g wV

3=

Integrieren auf beiden Seiten fithrt dann zu der Gleichung:

[
§—m'V

m

Das Integral auf der rechten Seite macht keine Probleme, denn es gilt
J1 dt = t. Und fiir die linke Seite verweise ich wie schon hiufiger auf
die Formel, die wir in Aufgabe 8.7 bewiesen haben. Schreibt man ndmlich
den Integranden als Potenz, so folgt:

1 ko\7! 1 k
/g_’];lvd‘l’:/<g_m V) dV:% lng_a'v
S P .
X n\g 14

Mit einer Konstanten ¢ habe ich also die Gleichung:

_™

k

k
g m

vl =t+cC.

Nun will ich aber die Funktion v(t) herausbekommen, muf also diese Glei-
chung nach v auflésen. Dazu multipliziere ich zuerst mit —%. Dann lautet
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die Gleichung:

k k _
Injg——-v|=——t+¢
m m
mit ¢ = —%E, denn die Multiplikation irgendeiner Konstanten ¢ mit einer

konstanten Zahl ergibt nur wieder irgendeine andere Konstante, die ich mit
¢ bezeichne. Da jetzt auf der linken Seite der natiirliche Logarithmus steht,
wende ich auf beide Seiten die Exponentialfunktion an und erhalte:

k _ky.: _k _k
g—f~V:emt+C:€mt~eC:C1'e it
m

mit ¢; = e > 0. Um nun die Betragsstriche auf der linken Seite loszuwerden,
lasse ich einfach nicht nur positive, sondern beliebige reelle Konstanten zu.
Damit folgt:

k

T
g—— -v=c -e n mitc €R.
m

Das endgiiltige Auflésen nach v ist jetzt nur noch Routine. Zunédchst ist

Ky
V=cy-e m _g’

und wenn Sie diese Gleichung noch mit —% multiplizieren, erhalten Sie:

m m _k, m kg
V:—g—f.cl.em:—g—c.em
k k k

mit ¢ = % ¢;. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet also:
v(t) = %g— c-e ' mit ceR.
(ii) Nun ist aber noch nach der Lsung bei einer gegebenen Anfangsbedingung
gefragt: wie lautet die Gleichung fiir v(¢), wenn eine Anfangsgeschwindigkeit
vo = v(0) gegeben ist? Dafiir mufl ich nur wieder meinen Anfangswert in

die allgemeine Losung einsetzen, um den konkreten Wert fiir die Konstante
¢ zu erhalten. Es gilt also:

vozv(O):%g—c'eoz%g—c,

und daraus folgt:

m
c=28—".
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Einsetzen von ¢ in die allgemeine Losung ergibt dann die spezielle Losung:
L R I
also
_m e 1
v(t) = kg+(vo kg) e m,

11.7  Losen Sie die folgenden homogenen linearen Differentialgleichungen.

@ y'+y —12y=0;

(i) 2y"+ 12y + 18y =05

(iii) y” —5y"+8y —4y=0.

Losung Lineare homogene Differentialgleichungen haben den Vorteil, dafl man
sie ohne jedes Integral 16sen kann. Ist beispielsweise y"+a; y'+ao = 0 eine solche
lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung, so betrachtet man das
sogenannte charakteristische Polynom P(x) = x*+ a;x+ a,, dessen Koeffizienten
genau den Koeffizienten der Differentialgleichung entsprechen. Die Nullstellen A,
und A; des Polynoms P fithren dann auf sehr einfache Weise zu den Losungen der
Differentialgleichung: gilt A; # A, so bilden die beiden Funktionen y;(x) = eM*
und y,(x) = e ein Fundamentalsystem der Gleichung, und das bedeutet: jede

Losung laf3t sich aus diesen beiden Grundlésungen kombinieren, weshalb also
fiir die allgemeine Losung gilt:

y(x) =c1- 10 + ¢ ya(x) = creM + e

mit reellen Konstanten ¢; und c,. Und genauso sieht es bei Gleichungen hoherer
Ordnung aus. Im Falle der Ordnung » hat ndmlich das charakteristische Polynom
n Nullstellen A4, ..., A,,, und wenn sie alle voneinander verschieden und reell sind,
dann lautet das Fundamentalsystem der Differentialgleichung:

yi1(x) = €M, ya(x) = €M, L, yalx) = e

Etwas anders sieht es aus, wenn die Nullstellen nicht mehr alle voneinander ver-
schieden sind. Ist zum Beispiel A eine doppelte Nullstelle von P, dann kommt zu
der iiblichen Lésung e'* auch noch die Losung x - e** ins Fundamentalsystem.
Und dieser Ansatz lafit sich auch verallgemeinern: ist ndmlich A eine m-fache
Nullstelle des charakteristischen Polynoms P, dann enthilt das Fundamentalsy-
stem die Losungen:

Eine m-fache Nullstelle A beliefert also das Fundamentalsystem mit m verschie-
denen Losungen.
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Das charakteristische Polynom der Gleichung y” + y' — 12y = 0 lautet
P(x) = x* + x — 12. Nach der p, g-Formel hat es die Nullstellen

1 1 1 49 1 7
Mo=—-H4/-+12=—cd/—=—+_
12 2 i 2 4 272

Daher ist Ay = —4 und A, = 3, und da jede Nullstelle des charakteristischen
Polynoms zu einer Losungsfunktion im Fundamentalsystem fiihrt, besteht
dieses Fundamentalsystem aus den Funktionen y;(x) = e ** und y,(x) =
e’*. Folglich lautet die allgemeine Losung:

y(x) = cre ¥ + e mit ¢, c; € R.

Die Differentialgleichung 2y” +12y"+ 18y = 0 teile ich erst durch zwei, um
sie in die iibliche Standardform zu iiberfithren. Dann lautet sie:

y'+6y +9y=0.

Deshalb heif3t das charakteristische Polynom P(x) = x*> +6x+9, und es hat
die Nullstellen

Mo=-3+/9-9=—3,

Die Situation ist also etwas anders als in Teilaufgabe (i). Dort hatte ich bei
einer Gleichung zweiter Ordnung auch zwei verschiedene Nullstellen von
P, und das machte den Aufbau des Fundamentalsystems sehr einfach. Hier
tritt nun A = —3 als doppelte Nullstelle auf, und das heifit, sie mufl auch
zwei Beitrdge zum Fundamentalsystem liefern, nimlich y,(x) = e>* und
y2(x) = x-e~°*. Eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung braucht
aber auch nur zwei Losungsfunktionen in ihrem Fundamentalsystem, und
damit ist die Gleichung auch schon gelost. Thre allgemeine Losung lautet:

)’(x) = Cle_sx + C2x3_3x mit C1, C) € R.

(iii) Die Gleichung y”"—5y" 48y —4y = 0 hat die Ordnung 3, und entsprechend

ist auch ihr charakteristisches Polynom P(x) = x* —5x*+8x—4 ein Polynom
dritten Grades. Wenn Sie nicht gerade mit komplizierten Losungsformeln
die Nullstellen von P berechnen wollen, empfiehlt es sich, durch Einsetzen
ein wenig zu probieren. Die einfachste Moglichkeit x = 0 kommt nicht
in Frage, da P(0) = —4 gilt. Aber schon der nichste Versuch fithrt zum
Ziel, denn es gilt: P(1) = 1 — 5+ 8 — 4 = 0. Daher ist A; = 1 die erste
Nullstelle von P. Die weiteren Nullstellen kann ich herausfinden, indem
ich aus dem Polynom p(x) = x> — 5x*> + 8x — 4 den Linearfaktor x — 1
abdividiere. Das geht beispielsweise mit Hilfe des Horner-Schemas, das Sie
in den Erkldrungen zu den Aufgaben 5.3 und 5.4 finden. Mit ihm kann ich
das quadratische Polynom ¢(x) finden, das die Gleichung p(x) = (x—1)-q(x)
erfiillt. Fiir p(x) = x> — 5x* + 8x — 4 und x; = 1 ergibt sich dann folgendes
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Horner-Schema:

1 -5 8 —4
+ o+ o+
x =1 1 —4 4
1 —4 4 0

Nach dem allgemeinen Prinzip des Horner-Schemas stellen dann die er-
sten drei Eintrdge der dritten Zeile gerade die Koeffizienten des gesuchten
Polynoms q dar. Es gilt also:

q(x) = x? — 4x + 4.
Nun ist aber p(x) = (x — 1) - q(x), und das bedeutet konkret:
=5 +8x—4=(x—1) (x> —4x + 4).

Dabher teilen sich die Nullstellen meines Polynoms auf in die Nullstelle A; =
1 des Linearfaktors x — 1 und die beiden Nullstellen des Faktors x> — 4x + 4.
Die kann ich allerdings leicht mit der p, g-Formel bestimmen. Es gilt:

Mhs=2+V4—4=2.

Es stellt sich also heraus, dafl P neben der einfachen Nullstelle A} = 1
auch noch die doppelte Nullstelle A, = A; = 2 hat. Aus A; = 1 entsteht
deshalb die Losung y; = e*, und aus der doppelten Nullstelle A, = 2
entstehen die beiden Losungen y,(x) = €** und y;(x) = xe’*. Damit hat
mein Fundamentalsystem die nétigen drei Funktionen, und die allgemeine
Losung der Differentialgleichung lautet:

y(x) = c1€° + e + c3xe™ mit ¢y, ¢y, 3 € R.

11.8 Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme.
1) y'+10y' +21y =0, y(0) =0, y(0) =4;
(i) 9y" —6y' + y =0, y(0) =1, y'(0) = 2.

Losung Im Gegensatz zu Aufgabe 11.7, in der allgemeine Losungen gesucht
waren, geht es hier um Anfangswertprobleme. Die Vorhgehensweise ist dabei
ganz dhnlich wie bei den Anfangswertproblemen aus den Aufgaben 11.2 und
11.4: zuerst bestimme ich die allgemeine Losung des Anfangswertproblems, und
anschliefend bestimme ich durch Einsetzen der Anfangsbedingungen in die all-
gemeine Losung die konkreten Werte der Konstanten.

(i) Die Gleichung y”+410y'+21y = 0 hat das charakteristische Polynom P(x) =

x* + 10x + 21 mit den Nullstellen

Mao=—5++25—21=-5++/4=—-5+2.



300 Differentialgleichungen

Folglich ist A} = —7, A, = —3, und die allgemeine Losung der Differential-
gleichung lautet:

y(x) = cie””* + ce” ¥ mit ¢;, c; € R.

Nun muf} ich aber noch die Anfangsbedingungen einsetzen, um die Kon-
stanten ¢; und ¢, mit konkreten Werten zu belegen. Bei der ersten Anfangs-
bedingung geht das auch ganz problemlos, denn es gilt:

0=y0)=ce’ +ce’ =c; +cy.

Fiir die zweite Bedingung brauche ich allerdings die Ableitung von y, die ich
mir erst einmal verschaffen mufl. Da y(x) = cie™"* + c,e™>* gilt, folgt aus
der Kettenregel:

7x 3x

y'(x) = —7cie”"* — 3ce7 7,
und jetzt kann ich auch die zweite Anfangsbedingung einsetzen Sie lautet:
4=y(0)=—7c1e’ —3c2e’ = —7¢c; — 3c,.

Insgesamt habe ich also das lineare Gleichungssystem

C1 + ¢ = 0
—7C1 — 3C2 = 4.

Es lohnt nicht, dafiir den Gauf3-Algorithmus hervorzukramen, denn offenbar
ist c; = —c;, und wenn Sie das in die zweite Gleichung einsetzen, finden Sie:

—7¢1 + 3¢y =4, also — 4c¢; = 4, und damit ¢; = —1.

Somit folgt sofort ¢; = —¢; = 1, und die Losung des Anfangswertproblems
lautet:

y(x) — _e—7X + e—Sx.

(if) Zur Losung der Gleichung 9y” —6y’+ y = 0 teile ich zuerst auf beiden Seiten
durch 9, damit die Gleichung mit dem Ausdruck y” beginnt. Sie lautet dann

" 2/+1 -0
V=Y gy =

und hat das charakteristische Polynom P(x) = x> — %x + %. Die Nullstellen
von P lassen sich leicht mit der p, g-Formel berechnen und lauten:

A=< £

1
3

[SSH
O | —
O | —
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Das Polynom P hat also unangenehmerweise die doppelte Nullstelle A, = 1,

und eine doppelte Nullstelle liefert immer zwei Losungen fiir das Fundamen-
talsystem. Deshalb besteht das Fundamentalsystem aus den beiden Losungen
yi(x) = e3* und ya(x) = xe3*. Die allgemeine Losung der Differentialglei-
chung lautet dann:

1 1 .
y(x) = c1e3™ + cpxe3* mit ¢q, ¢c; € R.

Die Differentialgleichung selbst ist damit geldst, und ich kann mich den
Anfangsbedingungen zuwenden. Die erste kann ich wieder leicht einsetzen,
denn es gilt:

1=y0)=ce’ +c,-0-¢" =¢y.

Da in der zweiten Anfangsbedingung die Ableitung von y verlangt wird,
muf ich diese Ableitung erst einmal berechnen. Das ist nicht mehr ganz so
angenehm wie in Teilaufgabe (i), weil ich hier fiir den zweiten Summanden
eine Kombination aus Produkt- und Kettenregel brauche. Es gilt namlich:

1 1
y(x) = gcle%x + cre3* + cyx - ge%x.

In diese Ableitung kann ich jetzt meine Anfangsbedingung einsetzen und
erhalte:

1
0 = —(] +C2.

1 1
2=9(0) = ~ce 0 0=
y(0) 3c1e+c2e+c2 3¢ =3

Wieder komme ich auf ein lineares Gleichungssystem aus zwei Gleichungen
mit zwei Unbekannten, namlich:

C1 =1
%C] + ¢ = 2.

Aus ¢; = 1 folgt aber in der zweiten Gleichung sofort % + ¢, = 2 und damit
¢, = 2. Das Anfangswertproblem hat also die L3sung:

1 5 1
y(x) =e* + gxe?‘.

11.9 Lésen Sie die folgenden homogenen linearen Differentialgleichungen.

1) y' -2y +10y =0;

(ii) y" +4y' + 8y =0.

Losung Die bisherigen linearen homogenen Differentialgleichungen hatten den
Vorzug, dafl ihre charakteristischen Polynome immer nur reelle Nullstellen hat-

ten. Das muf} natiirlich nicht immer so sein, denn ein Polynom kann auch
mit komplexen Nullstellen geschlagen sein. Im Falle der Differentialgleichun-
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gen zweiter Ordnung, um die es hier geht, macht das aber nichts, denn Sie
konnen aus den komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynoms sofort
das Fundamentalsystem ablesen. Hat ndmlich das charakteristische Polynom P
die beiden komplexen Nullstellen A + ip und A — ip, dann besteht das reelle
Fundamentalsystem der Differentialgleichung aus den beiden Funktionen

yi1(x) = e cos(ux) und y2(x) = e sin(ux).

(i) Das charakteristische Polynom von y” — 2y’ + 10y = 0 lautet P(x) = x> —
2x + 10 und hat die Nullstellen

)\1,2:1:&\/1—10:1:‘:\/—9:1:*231

Daher ist mit den Bezeichnungen aus dem Vortext A = 1 und p = 3, und
das Fundamentalsystem besteht aus den Losungen y;(x) = e* cos(3x) und
y2(x) = e*sin(3x). Die allgemeine Losung lautet also:

y(x) = c1€* cos(3x) + c,e” sin(3x) = e*(¢; cos(3x) + ¢, sin(3x)).

(ii) Das charakteristische Polynom von y”+4y 48y = 0 lautet P(x) = x*+4x+8
und hat die Nullstellen

Mop=-2F+/4—-8=-24+/—-4=-242i

Mit den Bezeichnungen aus dem Vortext ist daher A = —2 und p = 2, und
das Fundamentalsystem besteht aus den Losungen y;(x) = e ** cos(2x) und
y2(x) = e"* sin(2x). Die allgemeine Losung lautet also:

2

y(x) = cre” % cos(2x) + cre” * sin(2x) = e **(c; cos(2x) + ¢, sin(2x)).

11.10  Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme.
@ y'+6y+10y=0, y0) =1,y (0) =1;
(i) y"+6y ' +9y =0, y(0) =1, y'(0) =1.

Losung In dieser Aufgabe gehe ich wieder tiber zu den Anfangswertproblemen.

Ich suche also nicht mehr nur nach der allgemeinen Lésung, sondern werde

auch noch die in der allgemeinen Losung vorkommenden Konstanten mit Leben

filllen, indem ich die Anfangsbedingungen in die allgemeine Losung einsetze.

(i) Die Gleichung y”+ 6y + 10y = 0 hat das charakteristische Polynom P(x) =
x* + 6x + 10 mit den Nullstellen

AM2=-3%++/9-10=-3++-1=-3+4i.

Die Nullstellen von P sind also komplex, und deshalb bestimme ich das
Fundamentalsystem der Gleichung nach der Regel, dafl aus der Beziehung
A2 = A £ ip fir das Fundamentalsystem folgt: y;(x) = e cos(ux) und
y2(x) = eMsin(px). Wegen —3+i = -3+ liist A = —3 und p = 1.
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Somit besteht das Fundamentalsystem aus den beiden Funktionen y;(x) =
e cosx und y,(x) = e **sinx. Sobald man aber das Fundamentalsystem
hat, 1483t sich die allgemeine Losung leicht aufschreiben. Sie lautet:

3 3

y(x) = cre” > cosx + c,e” > sinx mit ¢y, ¢; € R.

Nun geht es aber gar nicht um die allgemeine Losung, sondern um die
Losung des konkreten Anfangswertproblems, und um die herauszufinden,
muf} ich die Anfangsbedingungen in die allgemeine Losung einsetzen. Bei
der ersten Bedingung ist das nicht weiter schwer, da hier keine Ableitungen

vorkommen. Es gilt also:
1= y(0) = c;e’ cos 0 + c,°sin 0 = ¢;.

Damit steht schon fest, dal ¢; = 1 gilt. Fiir die zweite Anfangsbedingung
brauche ich die Ableitung der allgemeinen Lésungsfunktion. Mit Hilfe der
Produkt- und der Kettenregel erhalte ich:

—3(—sinx) +

Y (x) = ci(—=3)e " cosx + cie
c2(=3)e ¥ sinx + c;e ¥ (cos x)

= e (c;(—3cosx — sinx) + c2(—3sinx + cos x)).

Einsetzen der zweiten Anfangsbedingung liefert dann:
1= y'(0) = e(c;(—3cos0 — sin0) + ¢;(—3sin 0 + cos 0) = —3¢; + .

Aus ¢; = 1 folgt dann sofort 1 = —3 + ¢, und damit ¢, = 4. Die Losung des
Anfangswertproblems lautet also:

y(x) = e * cos x + 4e *sin x.

(ii) Die Gleichung y” + 6y + 9y = 0 unterscheidet sich nur im letzten Koeffi-
zienten ein wenig von der Differentialgleichung aus Teilaufgabe (i), und die
Anfangsbedingungen sind sogar genau die gleichen wie in (i). Trotzdem wird
sich zeigen, daf} ihre Losung ein ganzes Stiick anders aussieht als die Losung
von (i). Ich berechne zuerst wieder die allgemeine Lésung der Gleichung, in-
dem ich die Nullstellen des charakteristischen Polynoms P(x) = x* + 6x + 9
bestimme. Sie lauten:

Ma=—-3+£/9-9=-3.

Das Polynom P hat also eine doppelte Nullstelle A = —3, und deshalb be-
steht das Fundamentalsystem der Differentialgleichung aus den Funktionen
y1(x) = e* und y,(x) = xe **. Mit den {iblichen reellen Konstanten c,
und ¢, hat die Gleichung also die allgemeine Lésung

(%) = c1e7* + cpxe™ .
Y
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Jetzt geht es wieder an die Anfangsbedingungen. Die erste ist schnell einge-
setzt, denn es gilt:

1=y0)=ce’ +¢c,-0-¢" =¢y.

Folglich ist ¢;, = 1. Um auch die zweite Anfangsbedingung einsetzen zu
konnen, brauche ich die Ableitung der allgemeinen Losung, die ich wieder
mit einer Kombination aus Produkt- und Kettenregel ermitteln kann. Sie
lautet:

Y (%) = =3c1e7 4+ e + crx(—3)e > = e (=3c; + (1 — 3x)).

Jetzt ist das Einsetzen der zweiten Anfangbedingung nicht mehr problema-
tisch. Aus der Formel fiir die erste Ableitung y’'(x) folgt:

1= )’/(0) = —3c;+ ¢, also 1 = =3+ ¢,

denn ich hatte schon aus der ersten Anfangsbedingung geschlossen, daf}
¢; =1 gilt. Mit ¢, = 4 habe ich daher die Losung

y(x) = e + dxe ",

11.11  Bestimmen Sie die allgemeinen Lsungen der folgenden inhomogenen
Differentialgleichungen.

() y' =3y +2y=¢e"%
(ii) y" — y = cos x.

Losung Inhomogene lineare Differentialgleichungen sind etwas unangenehmer
als homogene, weil Sie bei ihnen etwas mehr Arbeit haben. Das Prinzip ist zwar
recht einfach, aber die Durchfiihrung oft genug ein wenig kompliziert. In jedem
Fall besteht die Idee darin, dafl man sich erst einmal eine einzige Losung der
Gleichung verschafft, ganz egal welche. Diese Losung nennt man Partikulirlosung
¥p» weil sie natiirlich noch nicht die allgemeine Losung sein kann, sondern eben
nur ein Teil der Losung. Aber der fehlende Rest ist leicht zu finden: Sie miissen
nur noch die zugehorige homogene Gleichung 16sen und die allgemeine Losung
dieser homogenen Gleichung auf die Partikuldrlsung addieren. Die allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung ist also die Summe aus der Partikuldrlgsung
und der allgemeinen Losung der zugehérigen homogenen Gleichung. Wie Sie
sich leicht denken koénnen, liegt das Problem oft bei der Bestimmung einer
Partikuldrlosung, aber zum Gliick gibt es fiir einige Typen von rechten Seiten
Standardldsungen. Ein paar davon werden Sie in den nédchsten Aufgaben sehen.
(i) Die Gleichung y” — 3y’ + 2y = e'’* hat die rechte Seite e'’*. Sobald auf der

rechten Seite eine Exponentialfunktion steht und Sie noch etwas Gliick haben,

finden Sie leicht eine Partikuldrlosung, weil hier ein einfaches Prinzip gilt:

lautet die rechte Seite ¢ - e** und ist p keine Nullstelle des charakteristischen

Polynoms P, so ist die Funktion y,(x) = ﬁ - e"* eine Partikuldrlosung
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der Differentialgleichung. Im Fall der Gleichung y” — 3y + 2y = '’ ist

p =17 und P(x) = x* — 3x + 2. Das charakteristische Polynom hat also die

Nullstellen
3 /9 3 1 3 1
/\12:*:f: —2::|:\/>::|:
’ 2 4 2 4 2 2

Also ist Ay = 1 und A, = 2, und auf keinen Fall zéhlt p = 17 zu den
Nullstellen von P. Ich darf also das Prinzip von oben anwenden und erhalte
eine Partikuldrlésung

el7x — L 17x
P(17) 240

y p(x) = s
denn P(17) = 172 —3-17 + 2 = 289 — 51 4+ 2 = 240. Der erste Schritt
ist damit schon getan, aber der zweite Schritt ist nicht mehr schwierig: zur
Partikuldrlésung y,(x) mufl ich noch die allgemeine Losug der homogenen
Gleichung addieren - und wie Sie die bekommen, wissen Sie. Die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms P habe ich mit A; = 1 und A, = 2 bereits
ausgerechnet, und sie liefern mir ein aus den beiden Funktionen y;(x) = e*
und y,(x) = e’ bestehendes Fundamentalsystem. Folglich lautet die allge-
meine Losung der homogenen Differentialgleichung

y(x) = c1€* + c,e*”* mit ¢, c; € R.

Und diese allgemeine Losung muf ich auf die Partikuldrldsung addieren. Die
inhomogene Differentialgleichung hat also die Losung:

y(x) = ﬁe”" + c1e® 4 c,e* mit ¢;, ¢, € R.

(ii) Bei der Gleichung y” — y = cos x steht nun keine Exponentialfunktion mehr
auf der rechten Seite, sondern schlicht cosx. Auch dafiir gibt es ein allge-
meines Prinzip, zumindest dann, wenn es sich wie hier um eine Gleichung
zweiter Ordnung handelt. Wenn dann némlich auf der rechten Seite ¢ sin(8x)
oder ¢ cos(Bx) auftaucht, unterscheidet man zwei Félle. Entweder ist i3 keine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms P: in diesem Fall gibt es eine
Partikuldrlosung der Form y,(x) = asin(B8x) + bcos(Bx), wobei a und b
unbekannte Konstanten sind. Oder i ist doch eine Nullstelle des charakte-
ristischen Polynoms P, und in diesem Fall gibt es eine Partikuldrldsung der
Form y,(x) = x - (asin(B8x) + bcos(Bx)). In beiden Fillen miissen Sie al-
lerdings noch die Konstanten a und b berechnen, und wie das geht, konnen
Sie hier gleich sehen.

Da in dieser Gleichung auf der rechten Seite cos x steht, ist 8 = 1 und damit
i = i. Das charakteristische Polynom lautet P(x) = x> — 1, und das ist sehr
angenehm, denn offenbar hat P die beiden Nullstellen A\; = —1 und A, =1,
so daf} i3 = i keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist. Es gibt
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also eine Partikuldrlosung der Form
Yp(x) = asinx + bcosx,

und ich muf$ zusehen, wie ich die Konstanten a und b herausbekomme. Zu
diesem Zweck setze ich yp in die Differentialgleichung ein und warte ab,
was passiert. Das geht aber nicht auf Anhieb, denn in der Gleichung kommt
schliellich die zweite Ableitung vor, und deshalb muf} ich auch die zweite
Ableitung von y, ausrechnen. Es gilt:

y;(x) =acosx — bsinx, und daher yg(x) = —asinx — bcosx.

Jetzt erst kann ich meine Partikuldrlosung in die Differentialgleichung y” —
y = cos x einsetzen. Ich starte dabei mit der rechten Seite. Dann gilt:

cosx = yp(x) — yp(x)
= —asinx — bcosx — (asinx + bcos x)
= —2asinx — 2bcos x.
Damit ist schon einiges gewonnen. Auf der linken Seite steht ein enfaches
cos x, wahrend auf der rechten Seite der Ausdruck —2asinx — 2b cos x vor-
kommt. Und beide sollen gleich sein. Deshalb muff —2a = 0 und —2b =1

sein, denn nur in diesem Fall steht links wie rechts nur noch cos x. Daraus
folgt aber:

1
a=0und b= ——,
2
woraus sich dann die Partikuldrlésung
0=
X) = ——cosx
Yp 5

ergibt. Um nun die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung zu erhalten, mufl ich auf die Partikuldrlésung noch die allgemeine
Losung der homogenen Gleichung addieren. Fiir das charakteristische Po-
lynom P hatte ich aber schon die beiden Nullstellen Ay = —1 und A; =1
ausgerechnet, die mir die Fundamentallosungen y;(x) = e und y,(x) = €*
liefern. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet also

y(x) = cie ¥+ e mit ¢y, ¢, € R,

und die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung bekomme ich, indem
ich die homogene Losung auf die Partikuldrlosung addiere. Damit folgt:

1
y(x) = —3 cosx+cie ¥+ e mitcy,c €R

ist die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung.
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11.12  Bestimmen Sie die allgemeinen Losungen der folgenden inhomogenen
Differentialgleichungen.

@ y' +2y = xe5
(i) y' =5y + 6y =e*.

Losung Nicht immer sind die rechten Seiten einer inhomogenen linearen Dif-
ferentialgleichung so angenehm und ibersichtlich wie in Aufgabe 11.11. Etwas
komplizierter wird die Lage, wenn man es auf der rechten Seite mit einem Pro-
dukt aus einem Polynom und einer Exponentialfunktion zu tun hat, aber immer-
hin greift auch in diesem Fall ein allgemeines Prinzip. Steht also auf der rechten
Seite ein Ausdruck der Form f(x)e"* mit einem Polynom f, so kommt es auf
den Grad des Polynoms f und auch auf die Zahl p an, wie die Partikuldrlosung
aussieht. Zunidchst bezeichne ich den Grad, also den hochsten Exponenten von
f, mit m. Weiterhin kann es vorkommen, dafl p eine Nullstelle des charakteri-
stischen Polynoms P ist oder eben nicht. Falls p eine Nullstelle ist, kann ich mit
k ihre Vielfachheit bezeichnen: bei einer einfachen Nullstelle ist k = 1, bei einer
doppelten Nullstelle ist k = 2 und so weiter. Falls p aber keine Nullstelle von
P ist, dann kann man p mit gutem Gewissen als eine nullfache Nullstelle von P
bezeichnen und setzt deshalb k = 0. Sobald aber m und k bestimmt sind, weif$
man: es gibt eine Partikuldrlésung der Form

¥p(x) = h(x)e,

wobei h ein Polynom vom Grad m + k ist.
Dieser Ansatz ist gewohnungsbediirftig und wird in den folgenden zwei Bei-

spielen durchgerechnet.

(i) Bei der Gleichung y” + 2y = xe* ist f(x) = x und p = 1, denn e'* = ¢*.
Offenbar ist der hochste in f vorkommende Exponent die 1, und deshalb ist
m = 1. Um k herauszufinden, muf} ich feststellen, ob p = 1 eine Nullstelle
des charakteristischen Polynoms ist, und wenn ja, welche Vielfachheit sie
hat. Nun ist aber P(x) = x> + 2x = x(x + 2), und die Nullstellen lauten
deshalb A; = 0 und A, = —2. Da somit u = 1 nicht unter den Nullstellen
von P auftaucht, kann man p als nullfache Nullstelle bezeichnen, und es gilt
k = 0. Nach dem allgemeinen Prinzip aus dem Vortext gibt es also eine
Partikuldrlosung der Form y,(x) = h(x)e*, wobei h ein Polynom von Grad
m+k =140 =1 ist. Ich kann also schreiben:

¥p(x) = (ax + b)e* mit unbekannten Konstanten a, b € R.

Die Situation ist jetzt ganz dhnlich wie in Aufgabe 1.11(ii). Auch dort hatte
ich eine Partikuldrlsung, in der noch zwei unbekannte Konstanten auftraten,
und ich muflte die Werte dieser Konstanten bestimmen. Die Methode ist hier
die gleiche wie dort: ich werde die ndtigen Ableitungen von y, ausrechnen
und dann y, in die Differentialgleichung einsetzen. Fiir die erste Ableitung
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gilt nach der Produktregel:
y;,(x) = ae* + (ax + b)e* = (ax + a + b)e*.
Daraus folgt dann wieder mit der Produktregel die zweite Ableitung:
V(%) = ae” + (ax + a+ b)e* = (ax + 2a + b)e”.

Mit y, und y; gehe ich nun in die inhomogene Differentialgleichung y” +
2y’ = xe* hinein. Dabei schreibe ich zuerst die rechte Seite auf und erhalte:
xe* = y,(x) +2y,(x)
= (ax+2a+ b)e* + 2((ax + a + b)e*)
(ax +2a + b+ 2ax + 2a + 2b)e*
= (3ax + 4a + 3b)e*.

Ich habe also herausgefunden, daf3
xe* = (Bax + 4a + 3b)e”

gelten soll, und das ist nur dann mdglich, wenn auch 3ax + 4a + 3b = x
gilt. Daraus kann ich aber die notigen Informationen fiir meine Konstanten
a und b ablesen, denn es folgt:

3a=1und 4a+3b =0,

weil nur in diesem Fall fiir 3ax+4a-+3b genau x herauskommt. Also ist a = 3,
und wenn Sie das in die zweite Gleichung einsetzen, finden Sie b = —3. Die

Partikuldrlosung lautet also:

1 4\ |
Yp(x) = <3x— 9) e

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung bekommen Sie, indem
Sie die allgemeine Losung der homogenen Gleichung zur Partikuldrlosung
hinzuaddieren. Das ist aber nicht mehr schwierig; schliefSlich habe ich mit
A1 =0 und A, = —2 schon die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
ausgerechnet. Das ergibt die Fundamentalldsungen y;(x) = ¢’ = 1 und
y2(x) = e~ **. Polglich hat die homogene Differentialgleichung die allgemeine
Losung

y(x) = ¢ + c,e” mit ¢, ¢; € R,

und die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung lautet:

4
y(x) = (;C — 9) e+ ¢ + e mit ¢p, ¢; € R.
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(ii) Mit der gleichen Methode mache ich mich an die Gleichung y” —5y'+6y =
e**. Auf der rechten Seite steht hier ¢**, also ist f(x) = 1 und p = 2. Das
macht die Bestimmung des Grades von f besonders einfach, denn natiirlich
hat f wegen x° = 1 den hdchsten Exponenten m = 0. Anders sieht es
aus bei der Bestimmung von k, das angibt, wie oft p = 2 als Nullstelle im
charakteristischen Polynom vorkommt. Es gilt P(x) = x> — 5x + 6, und P
hat die Nullstellen:

5, [25 5 1_5,
Mao=-+4/Z 6=+ \f SE5
272 4 2 T

Daher ist Ay = 2 und A, = 3, und meine Zahl p = 2 kommt tatsichlich
unter den Nullstellen von P vor, wenn auch zum Gliick nur als einfache
Nullstelle. Folglich ist hier k = 1. Nach dem allgemeinen Prinzip aus dem
Vortext gibt es also eine Partikuldrlosung der Form y,(x) = h(x)e*, wobei
h ein Polynom von Grad m 4+ k = 04 1 = 1 ist. Ich kann also schreiben:

V(%) = (ax + b)e** mit unbekannten Konstanten a, b € R.

Wieder mufl ich die Konstanten a und b ausrechnen, damit die Parti-
kuldrlosung etwas konkreter wird. Das Hilfsmittel ist hier das gleiche wie
oben: ich berechne die Ableitungen von y,(x) und setze sie in die Diffe-
rentialgleichung ein. Mit einer Kombination aus Produkt- und Kettenregel
finden Sie:

Yp(x) = ae™ + (ax + b) - 2¢** = (2ax + a + 2b)e™*
sowie
yg(x) = 2ae** + (2ax + a + 2b) - 2¢** = (4ax + 4a + 4b)e**.

Nun setze ich y, mit seinen Ableitungen in die Differentialgleichung y” —
5y’ + 6y = e** ein und lese dabei die Gleichung wieder von rechts nach
links. Dann folgt:

2x

e = yp(x) = 5y,(x) + 6y,(x)

= (4ax + 4a + 4b)e*™ — 52ax + a + 2b)e** + 6(ax + b)e**
(4ax + 4a + 4b)e* + (—10ax — 5a — 10b)e* + (6ax + 6b)e**
= (4ax + 4a + 4b — 10ax — 5a — 10b + 6ax + 6b)e**

— _anx’

denn alle anderen Terme in der Klammer heben sich gegenseitig auf. Ich
habe also herausgefunden, dafl e** = —ae®* gelten soll, und daraus folgt
sofort a = —1. Aber was ist mit b passiert? Es ist im Laufe der Rechnung
verschwunden, und das hat die Konsequenz, daf} Sie sich irgendein beliebiges
b aussuchen konnen: welches b auch immer Sie fiir die Partikuldrlosung
verwenden, beim Einsetzen in die Differentialgleichung wird es auf jeden
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Fall verschwinden und kann daher keinen Einfluf3 auf den Gang der Dinge
mehr nehmen. Ich wahle deshalb das einfachste mégliche b, also b = 0.
Damit lautet die Partikuldrlgsung:
Yp(x) = —xe*.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung bekommen Sie nun wie-
der, indem Sie die allgemeine Losung der homogenen Gleichung zur Par-
tikuldrlosung hinzuaddieren. Da ich mit A; = 2 und A, = 3 schon die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms ausgerechnet habe, kenne ich
auch sofort die beiden Fundamentalldsungen y;(x) = e** und y,(x) = e**.
Folglich hat die homogene Differentialgleichung die allgemeine Lsung

y(x) = cie®* + ,e’* mit ¢, ¢, € R,
und die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung lautet:

y(x) = —xe* + ¢c1e¥ + ¥ mit ¢1, ¢, € R.

11.13  Losen Sie das Anfangswertproblem
Y42y +2y=e y0)=0,y(0) =1

Losung Man 16st dieses Anfangswertproblem wie alle anderen auch: zuerst be-
stimmt man die allgemeine Losung der Differentialgleichung, und danach be-
rechnet man durch Einsetzen der Anfangsbedingungen in die allgemeine Losung
die Werte der vorkommenden Konstanten. Der einzige Unterschied zu den bis-
herigen Anfangswertproblemen liegt hier darin, daf} die Differentialgleichung
eine inhomogene lineare Gleichung ist, aber fiir die prinzipielle Methode spielt
das keine Rolle. Ich 16se also zuerst die pure Gleichung y” + 2y +2y = e >,
Da auf der rechten Seite nur eine Exponentialfunktion steht, bietet sich ein
Versuch mit der Methode aus 11.11(i) an: wenn die Zahl —2, die im Exponen-
ten der Exponentialfunktion steht, keine Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms ist, dann ist die Partikuldrlosung schnell ausgerechnet. Das Polynom lautet
P(x) = x*> 4+ 2x + 2 und hat die Nullstellen

Ma=—1%£V/1-2=—-1++V-1=—-1+£i

Offenbar ist also p = —2 keine Nullstelle von P, und deshalb lautet nach dem
Verfahren aus 11.11(i) die Partikuldrlésung:

—2x __ 1 —2x

1
e
P(-2) 2

Vp%) =

Um die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung zu bekommen, muf}
ich wie iiblich erst einmal die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
ausrechnen. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms habe ich gerade
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bestimmt: sie lauten —1+i = —1 = 1i. In den Aufgaben 11.9 und 11.10 habe ich
aber schon erkldrt, wie man daraus ein Fundamentalsystem macht; man wéhlt
sich einfach eine Nullstelle aus, zum Beispiel —1 + 1i, und der Realteil dieser
Nullstelle bestimmt dann den Exponenten der Exponentialfunktion, wahrend der
Imaginiérteil im Cosinus- und Sinusterm auftaucht. Konkret heifit das, dafl die
Funktionen y;(x) = e *cosx und y,(x) = e *sinx ein Fundamentalsystem der
homogenen Differentialgleichung bilden. Die allgemeine Lésung der homogenen
Gleichung lautet also:

y(x) = cre *cosx + ¢, sinx mit ¢y, ¢; € R.

Fiir die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung muf ich dazu noch die
Partikuldrlosung addieren und finde:

1 _ - x s .
y(x) = 3¢ 4 cie*cosx + e ¥ sinx mit ¢, ¢, € R.

Die Aufgabe ist damit leider noch nicht gel6st, denn noch sind die Anfangsbedin-
gungen nicht beriicksichtigt. Die erste Anfangsbedingung y(0) = 0 macht keine
Probleme, denn ich habe die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung
und kann dort die Werte einsetzen. Es gilt dann:

lO 0 0 o 1
O:y(O):Ee + c1e cos0 + cye smO:E—i—cl.

Daraus folgt schon, daf8 ¢; = —1 gilt. Fiir die zweite Anfangsbedingung brauche
ich die Ableitung von y, die ich also erst einmal ausrechnen sollte. Nach der
Produktregel gilt:

1 .
y(x) = 3 (=2)e 2 — cie " cos x + cre *(— sinx)
—ce “sinx + c,e *cosx
= —e 4 e7*(c1(— cos x — sin x) + ¢, (— sin x + cos x)).

Einsetzen der Bedingung »'(0) = 1 ergibt dann:

1 1
1=y/(0)=—eo+e0(—cl+cz)=—1+cz—c1=—1+c2+5=c2—5,

denn ich hatte vorher schon festgestellt, daf8 ¢; = —3 gilt. Also ist ¢; = 3, und
die Losung des Anfangswertproblems lautet:

1 1 3
y(x) = Ee’Z" - Ee’x cos x + Ee”‘ sin x.
11.14 Bestimmen Sie die Laplace-Transformierten der folgenden Funktionen.
i) f1) =1 —52+ 17t — 1;

(i) fa(t) = e* - cos*(3t);
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0 falls t <1
(iii) f5(1) = { Q-1+ @—-1) e fallst>1

(iv) fq4(t) = 2%

Losung Die Laplace-Transformation ist eine feine Sache, wenn es darum geht,
lineare inhomogene Anfangswertprobleme zu l6sen, ohne sich mehr als unbe-
dingt notig mit Integralen zu belasten. Das werden wir uns in den Aufgaben
11.16 und 11.17 ansehen. Hier geht es zunichst einmal darum, wie man die
Laplace-Transformierte einer gegebenen Funktion berechnet. Es ist zwas immer
moglich, sich auf die Definition

L{f(}=F(s) = /0 f(t)-edt

zu besinnen: man bestimmt die Laplace-Transformierte einer Funktion f(¢),
indem man das uneigentliche Integral iiber die Funktion f(¢) - e~ auf dem
Intervall von 0 bis Unendlich ausrechnet, wobei das Integral noch von einem
Parameter s abhingt. Je nachdem, welches s ich nehme, wird sich auch der Wert
des Integrals verdndern, und deshalb ist dieses Integral eine Funktion von s, die
ich mit F(s) bezeichne. Dafl man diese Funktion dann auch noch mit {f(¢)}
bezeichnet, ist nur ein weiterer Name, an den Sie sich einfach gew6hnen miissen.

Nun ist aber das Berechnen eines uneigentlichen Integrals nur selten ein
reines Vergniigen, weshalb man sich zwei Dinge iiberlegt hat. Erstens gibt es
Tabellen der Laplace-Transformierten einiger Grundfunktionen, in denen bereits
ausgerechnet wurde, was herauskommt, wenn man bestimmte Funktionen dieser
Integraltransformation unterwirft. Im folgenden habe ich eine solche Tabelle
zusammengestellt.

; ! %
1 " I " ut
st E W E .e
! el 1 at
s6-a) a a2 t-e
1 et bt s "
(aG=h a-b (s—a)-(s—b) b
=y (1+ at) - e - e ar
! (at—1)-e"+1 s 12 at
s(s-a? e G (za* +1)-e
=y (a2 4 2at +1) - e | L1 sinar)
1 inh(at
v cos(at) S m;%)
1 eb".sinh(at)
—az cosh(ar) e s
b bt 1 e .sin(at)
b —a e’ - cosh(at) T st
b bt 1 sin”(at)
[ e’ - cos(at) e .
e cos?(at) B psintat)
2_ 2 X
Ty t - cos(at) s tsinh(ar)

(s2—a?)? 2a

2 2 .
Ty t - cosh(ar) arctan (¢) sinat)
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Und zweitens gibt es einige Sétze, die es erlauben, die Grundfunktionen ein we-
nig zu verdndern oder miteinander zu kombinieren und trotzdem noch ohne
Probleme die jeweilige Laplace-Transformierte auszurechnen. Mit beiden Hilfs-
mitteln gehe ich jetzt die folgenden Beispiele an.

@

(i)

Ich will die Laplace-Transformierte F(s) der Funktion f(t) = £ — 5¢* +
17t — 1 ausrechnen. Da es sich bei f; um eine Summe handelt, wende
ich den sogenannten Additionssatz an, der besagt, daf8 man die Laplace-
Transformation iiber die Addition ziehen und auflerdem konstante Faktoren
herausziehen kann. Ich kann mich also auf die einzelnen Summanden kon-
zentrieren. Die Tabelle sagt mir aber, dafl die Laplace-Transformierte von
;—"! gerade — ist, und das wird mir hier weiterhelfen. Daraus folgt namlich:

£ 1 6
££{t3}:3!-§£{3!}:6~:.

st s

(S

Weiterhin ist

o0 -sanfg) - -2
und
P17t} = 17-515{"‘1} _7. LY
1! 52 $2
sowie

£0 1 1
s - {8 1L

denn es gilt 0! = 1. Nach dem Additionssatz mufd ich jetzt nur noch die
Einzelergebnisse zusammenfassen und erhalte:

6 10 17 1
Fi=%fi0}=5 -5+

2 s
Die Funktion f,(t) = e* - cos®(3t) sieht schon etwas komplizierter, macht

aber auch keine besonderen Schwierigkeiten. Der Tabelle konnen Sie ent-
nehmen, dafl die Laplace-Transformierte von cos?(3t) die Funktion

s$4+2-3 & +18
s-(s244-32) " 5. (s2+36)

F(s) =

ist. Und alles weitere erledigt der sogenannte Ddmpfungssatz, der besagt,
dafl mit F(s) = L{f(¢)} auch £{e * f(¢)} leicht zu berechnen ist, denn es
gilt: L{e”* f(t)} = F(s + a). Da die Exponentialfunktion hier e* heif}t, ist
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a = —2, also

(s—2)2+18

Fs+a)=F(s—-2)= (s—2)-((s—2)2+36)"

Natiirlich konnte man diesen Bruch auch noch weiter umformen, indem
man ausquadriert und ausmultipliziert, aber dadurch wiirde keine wesent-
lich neue Information entstehen, weshalb ich hier darauf verzichte. Ich er-
halte also:

(s—2)2+18
s—2)-((s—2)2+36)

Fa(s) = F{f2(0) = ¢

(iii) Auch die Funktion

_fo falls t < 1
JHOES (%(t — 124 (t— 1)) et fallst > 1

sieht nicht einfach aus, aber das tduscht, wie Sie gleich sehen werden, wenn
Sie die Tabelle und den sogenannten Verschiebungssatz zu Rate ziehen. Er
sagt aus: ist f(t) eine Funktion mit der Laplace-Transformierten F(s) =
L{f ()} und setzt man mit a > 0: f(t —a) = 0 fiir ¢t < a, so gilt:

LU~ a)) = e - F(s).

Und genau diesen Fall habe ich hier. Mit

ft) = (;tz + t) e

ist namlich:

0 falls t < 1
0 = {f(t—l) falls £ > 1 °

und ich habe die Situation des Verschiebungssatzes mit a = 1. Sobald ich
also die Laplace-Transformierte F(s) von f(t) gefunden habe, sagt mir der
Verschiebungssatz sofort, wie ich an die Laplace-Transformierte F3(s) von
f3(t) herankomme, denn es mufd gelten:

F3(s) = e * - F(s).

Die Laplace-Transformierte von f(t) ist aber kein Geheimnis, weil Sie der
sechsten Zeile meiner Tabelle entnehmen konnen, daf§ F(s) = gilt.
Damit folgt:

s
(s—1)°

m@=ﬂmm=ff@=ffi%?
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Und wieder einmal ist es Zeit, auf einen Fehler in den ersten beiden Auflagen
meines Lehrbuchs ,Mathematik fiir Ingenieure” aufmerksam zu machen:
dort steht ndmlich in der Definition von fs: ,falls t < 1“ anstatt korrekt:
Sfalls £ > 1«

Die Funktion f4(¢#) = 2’ ist nun ein ganz einfacher Fall, fiir die man gar
keine komplizierten Sétze, sondern nur die Tabelle braucht, auch wenn
es auf den ersten Blick so aussieht, als kdme sie in der Tabelle gar nicht
vor. Sie finden aber in der ersten Zeile die Information, dafl die Laplace-
Transformierte zu f(t) = e*" die Funktion F(s) = S%ﬂ ist. Und da

ot — (ean)t _ o2t

gilt, folgt mit a =In2:

Fi(s) = L{f4s(t)} = T2

11.15 Gegeben seien die folgenden Bildfunktionen F;(s). Bestimmen Sie die
Originalfunktionen f;(¢), fiir die £{f;(t)} = Fi(s) gilt.

@
@

FI(S):%_SZ—i_SZ’

17
Fa(s) = 225 + 4555

6—8
(111) F3(S) — £ 452135.

(iv)

Fy(s) = 55y

Losung Hier geht es nun um die umgekehrte Fragestellung wie in Aufgabe
11.14. Gegeben ist nicht mehr die Originalfunktion, deren Laplace-Transformier-
te ich bestimmen soll, sondern umgekehrt die Bildfunktion, also die Laplace-
Transformierte selbst, und ich mufl zusehen, welche Originalfunktion zu dieser
Transformierten gefiihrt hat. Der Schliissel zur Losung dieser Aufgabe liegt wie-
der in der Tabelle aus Aufgabe 11.14.

@

Zuerst ist die Originalfunktion zu F(s) = 2 — 3 + 5 gesucht. Aus dem
Additionssatz weifd ich aber, dafi ich einfach nur die Originalfunktionen der
einzelnen Summanden von F;(s) suchen muf}, die ich dann anschliefend
addieren kann. Das macht die Sache einfach. Die erste Zeile der Tabelle sagt
mir, daf die Laplace-Transformierte zu 1 die Funktion % ist, und deshalb
wird £{3} = % Weiterhin weif$ ich aus der zweiten Tabellenzeile, daf3 die
Laplace- Transformation von % = t die Funktion % ergibt. Deshalb wird
{2t} = 5. Und schliefllich erfahre ich aus dem hlnteren Teil der ersten
Zeile, daB man die Funktlon — erhalt wenn man e? ! Laplace-transformiert,
und das fiihrt zu ${5e*} = —2 Insgesamt erhalte ich also die Originalfunk-

tion

fi1(t) =3 — 2t + 5¢*.
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Nun suche ich die Originalfunktion f,(t) zur gegebenen Bildfunktion
Fy(s) = 5219 + 5%259. Auch hier ist es hilfreich, dafl die Bildfunktion in
mehrere Summanden aufgeteilt ist, denn ich kann wieder die Originalfunk-
tionen zu den einzelnen Summanden suchen und anschlieend addieren.
Der erste Summand wird in der siebten Zeile meiner Tabelle behandelt: fiir

ft) = Smg—m ist F(s) = o157 = w5 Also wird

£ {2 sin(3t)} = 2${sin(3t)} = 2 .
3 3 249

Und auch fiir den zweiten Summanden findet sich ein Eintrag in der Tabelle:
im vorderen Teil der neunten Zeile finden Sie die Information, daf} die
Laplace-Transformierte von cosh(3t) die Funktion %5 = ist, und
daraus folgt:

_5
$2—9

£{17 cosh(3t)} = 1759.

s2 —

Insgesamt ergibt sich also die Originalfunktion

fa(t) = %sin(St) + 17 cosh(3t).

(iii) Bisher ist in dieser Aufgabe noch kein ernstzunehmendes Problem aufge-

treten, weil Sie die gegebenen Bildfunktionen immer summandenweise ein-
zelnen Originalfunktionen zuordnen konnten, die dann nur noch addiert
werden mufSten. Bei der Bildfunktion F5(s) = 53764_555135 sieht das schon etwas
anders aus. Hier muf8 ich erst einmal den groflen Bruch in eine vertretbare
Summe aus einfacheren Briichen zerlegen, fiir die ich dann in der Tabelle
eine Originalfunktion auftreiben kann, und das beste Mittel fiir eine Zer-
legung in Teilbriiche ist immer noch die Partialbruchzerlegung. Zu diesem
Zweck mufl ich erst einmal den Nenner in seine Linearfaktoren zerlegen.
Der Anfang geht ganz leicht, denn es gilt:

$° — 45> + 35 = 5(s*> — 45+ 3).

Die Linearfaktoren des quadratischen Faktors s> — 4s + 3 finde ich, indem
ich seine Nullstellen berechne. Die p, g-Formel liefert:

51,222:&\/4—3:2:&1.

Also ist s; = 1,5, = 3, und es folgt: s> — 4s + 3 = (s — 1)(s — 3). Fiir den
gesamten Nenner ergibt sich damit die Zerlegung:

s — 4?2 +3s=s(s> —4s+3) =s(s — 1)(s = 3).
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Wie bei der Partialbruchzerlegung iiblich, mache ich jetzt den Ansatz:

6-8 _ A, B  C
¥ —42 435 s s—1 s—3

Diese Gleichung multipliziere ich mit dem Nenner s(s—1)(s—3) und erhalte:

6—8 = A(s—1)(s—3)+Bs(s—3)+Cs(s—1)
= A(s® — 45+ 3) + B(s*> — 35) + C(s* — 5)
= s"(A+B+C)+s(—4A —3B—C) + 3A.

Dabei habe ich im ersten Schritt nur mit den Nenner durchmultipliziert und
darauf geachtet, dafi sich in den einzelnen Summanden auf der rechten Seite
jeweils ein Faktor herauskiirzt. Dann habe ich die vorkommenden Faktoren
ausmultipliziert und schliefllich die ganze rechte Seite nach Potenzen von s
geordnet. Da jetzt aber die Gleichung 6 —8s = s*(A+B+C) +s(—4A—3B—
C) + 3A gelten soll, kann ich daraus schlieffen, dafl die Koeffizienten der
einzelnen Potenzen auf beiden Seiten gleich sein miissen, und das heif3t:

A + B +C=0
—4A — 3B — C = =8
3A = 0.

Damit habe ich wieder einmal ein lineares Gleichungssystem, allerdings eins
von der einfacheren Sorte, denn ich erhalte aus der dritten Gleichung sofort
A = 2. Setzt man das in die beiden oberen Gleichungen ein und bringt die
A-Werte auf die rechte Seite, so ergibt sich:

B +C= -2
—3B — C = 0.

Addieren der beiden Gleichungen fiihrt zu —2B = —2, also B = 1, und
daraus folgt durch Einsetzen sofort C = —3. Das sieht schon gut aus, denn
jetzt weifd ich, dafl ich die Bildfunktion F3(s) darstellen kann als:

2 1 3
F3(S):;+s—1 Cs—3

Jeder einzelne Summand ist einer einfachen Riicktransformation in eine
Originalfunktion zugénglich, denn in der ersten Zeile meiner Tabelle finden
Sie die Beziehung ${e*} = L. Daraus folgt schliefSlich:

f3(t) =2e" +e' —3e" =2 +e —3e.

Auch die Bildfunktion F4(s) = ﬁ unterwerfe ich einer Partialbruchzer-
legung. Allerdings kann man sie hier mit bloflem Auge und ohne aufwendige



318 Differentialgleichungen
Rechnung durchfiihren, denn es gilt:

1 _l 1
$2.(s24+1) 2 2417

wie Sie leicht ausrechnen koénnen, indem Sie die rechte Seite der Glei-
chung mit Hilfe des passenden Hauptnenners zusammenzédhlen. Bei beiden
Summanden hilft mir nun die Tabelle weiter. Wie Sie der zweiten Zeile

entnehmen konnen, ist £{t} = s%, und in der siebten Zeile finden Sie:
$fsint} = SZLI . Insgesamt folgt damit:

fa(t) =t —sint.

11.16 Losen Sie das Anfangswertpoblem
Y +2y +2y =€, y(0)=0,y(0) =1

mit Hilfe der Laplace-Transformation.

Losung Die Idee, ein Anfangswertproblem mit Hilfe der Laplace-Transforma-
tion losen zu wollen, beruht auf dem Ableitungssatz, der beschreibt, wie man
die Laplace-Transformierte der Ableitung f’(t) und der héheren Ableitungen
von f ausrechnen kann, wenn man bereits die Laplace-Transformierte von f
kennt. Ist ndmlich f(¢) eine zweimal differenzierbare Funktion mit der Laplace-
Transformierten F(s) = £{f(¢)}, dann haben die Ableitungen von f die Laplace-
Transformierten L{f'(t)} = s-F(s)— f(0) und L{f" ()} = s*-F(s)—s-f(0)— f'(0).
Ahnliche Formeln gibt es auch fiir die Transformierten der hoheren Ableitungen,
aber da hier nur eine Gleichung zweiter Ordnung auftaucht, kann ich mir die
Auflistung ersparen. Um nun das Anfangswertproblem zu 16sen, unterwirft man
einfach die linke und die rechte Seite der Gleichung der Laplace-Transformation.
Natiirlich hat auch die Losungsfunktion y(t) eine Laplace-Transformierte Y (s),
und mit Hilfe des Ableitungssatzes kann ich die gesamte linke Seite als einen
Ausdruck von Y(s) schreiben, in dem keine einzige Ableitung mehr auftaucht.
Wenn ich dann noch die rechte Seite Laplace-transformiert habe, steht auf einmal
eine algebraische Gleichung fiir die unbekannte Funktion Y (s) da, die ich in aller
Regel recht problemlos 16sen kann. Somit mufl ich zum Schlufl nur noch die
Bildfunktion Y (s) riicktransformieren und erhalte die gesuchte Losung y(¢).

Ich behandle nun das Anfangswertproblem y” + 2y +2y = e, y(0) =
0, y'(0) = 1 auf genau diese Weise: auf beide Seiten der Gleichung will ich die
Laplace-Transformation anwenden und damit eine einfachere Gleichung heraus-
bekommen. Fiir die rechte Seite kann ich direkt die Tabelle aus Aufgabe 11.14
einsetzen, denn in er ersten Zeile steht, daf3

1

Ple ) = oy
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gilt. Fiir die linke Seite habe ich den Ableitungssatz. Ist ndmlich y(t) die gesuchte
Losungsfunktion und Y(s) die zugehorige Laplace-Transformierte, so folgt:

Ly )} =s5-Y(s) — y(0) =s5-Y(s),

da ich den Anfangswert y(0) = 0 habe. Die Formel fiir die zweite Ableitung
liefert:

FHY' Oy =5"-Y(s)—s- y(0) — y(0) =5"-Y(s) — 1,

wie Sie wieder den Anfangswerten entnehmen kdnnen.
Nach dem Additionssatz kann ich die linke Seite der Differentialgleichung
transformieren, indem ich summandenweise vorgehe. Folglich ist

LU () +2Y (1) +2y(t)} = s*Y(s) — 1 +2(sY(5)) +2Y (s) = (s* +25+2)Y(s) — 1.
Daraus folgt nun die Gleichung:

1

24264+ 2)Y(s)— 1= ——
(5" +2s+2)Y(s) T2

denn ich muf} die Laplace-Transformierten der linken und der rechten Seite
gleichsetzen. Das ist eine neue Gleichung mit der unbekannten Funktion Y(s),
in der nicht mehr die geringste Ableitung vorkommt. Auflésen nach Y (s) ergibt:

1 1
52+25+2+(s+2)(sz+25+2)'

Y(s) =

Damit kenne ich zwar noch nicht die eigentliche Lésungsfunktion y(t), aber
doch immerhin deren Laplace-Transformierte Y(s). Mit Hilfe der Tabelle aus
Aufgabe 11.14 und der Sétze iiber die Laplace-Transformation muf3 ich jetzt
Y (s) zuriicktransformieren, um die Losung y(t) zu erhalten, und wie man solche
Riicktransformationen angeht, haben Sie schon in Aufgabe 11.15 gesehen.

Ich beginne mit dem ersten Summanden ——. Nach der ersten binomi-
schen Formel ist @ = m, und das gibt erst einmal Anlaf3, in der Tabelle
nach einer Bildfunktion zu suchen, die zu ﬁ passen konnte. Die finden Sie aber
im hinteren Teil der siebten Zeile, denn es gilt: £{sint} = ﬁ Und aus dem

Déampfungssatz, den ich schon in Aufgabe 11.14 besprochen hatte, folgt dann:

1 1

Ple'sint) = = )
te”sint) (+D2+1 s2+2s+2

Der erste Summand ist somit erledigt, aber der zweite ist leider etwas kompli-
zierter. Da im Nenner ein Produkt steht, bleibt mir nichts anderes iibrig, als es
mit einer Partialbruchzerlegung zu versuchen. Nun ist aber der zweite Faktor des
Nenners ein Polynom mit komplexen Nullstellen, und deshalb ist der zugehorige
Zdhler in der Partialbruchzerlegung nicht einfach nur eine Konstante, sondern



320 Differentialgleichungen

selbst wieder ein lineares Polynom. Ich mache also den Ansatz:

1 A n Bs+C
(5+2)(s2+25s+2) s+2 2425s+2°

Diese Gleichung multipliziere ich mit dem Nenner (s+2)(s*+2s+2) und erhalte:

1 = A(s*+25+2) + (Bs+ O)(s +2)
= A(s* 4+ 254 2) 4+ Bs* + 2Bs + Cs + 2C
= s°(A+ B) +sQ2A+ 2B+ C) + 24 + 2C.

Dabei habe ich im ersten Schritt nur mit den Nenner durchmultipliziert und
darauf geachtet, daf3 sich in den Summanden auf der rechten Seite jeweils ein
Faktor herauskiirzt. Dann habe ich die vorkommenden Faktoren ausmultipliziert
und schlief3lich die ganze rechte Seite nach Potenzen von s geordnet. Da jetzt
aber die Gleichung 1 = s*(A + B) + s(2A + 2B + C) + 2A + 2C gelten soll, kann
ich daraus schlieflen, dal die Koeffizienten der einzelnen Potenzen auf beiden
Seiten gleich sein miissen, und das heifit:

A + B =0
2A+ 2B+ C =0
2A + 2C = 1.

Die zweite Gleichung liefert nun 0 = 2A+ 2B+ C = 2(A+ B) + C = C, da nach
der ersten Gleichung A+ B = 0 gilt. Nach der dritten Gleichung ist dann 2A =1,
also A = 1, und aus der ersten Gleichung folgt sofort B= —A = —1. Ich erhalte
also:

1 11 1 s
(5+2)(2+25s+2) 2s5s+2 28242542

Zum ersten Summanden dieser Zerlegung pafit wiederum nach der ersten Zeile
meiner Tabelle die Originalfunktion Je~*. Zum zweiten Summanden werden Sie
leider in der Tabelle keine passende Originalfunktion finden, aber doch immerhin
fast. Aus der elften und der zehnten Tabellenzeile folgt ndmlich:

1 1
Plefcost} = S+ st
(s+1D2+1 s2+2s+2
sowie
1 1
Pletsint) =

GF12+1 125+2
Und wenn Sie nun die zweite Beziehung von der ersten subtrahieren, finden Sie:

s+1 1 s

Plefcost —e'sint} = — = )
24+2s+2 $242s+2  s242s+2
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Damit ist endlich auch die Originalfunktion zum letzten Summanden gefunden,

denn es gilt:

1 1 1 s
P -etcost——etsinty = —-———.
2 2 25242542

Jetzt habe ich alles zusammen, um die Riicktransformation von Y(s) durch-
zufithren. Zur Erinnerung: es gilt

1 1
Y =
© 52+25+2+(s+2)(sz+25+2)
1 1 1 1 s

242542 +Es+2 2242542

wie ich durch Partialbruchzerlegung herausgefunden hatte. Der erste Sum-
mand hatte die Originalfunktion e~ sin ¢, der zweite Summand fiihrte zu %e‘zr,
und die Originalfunktion des dritten Summanden habe ich eben gerade mit

—(3e7*cost — Le7'sint) festgelegt. Nach dem Additionssatz folgt daraus:

2t —2t

(t)—e_tsint—i—le_ 1e_tcost—i—le_”sint— 1e 1e‘tcosl‘+3e_tsint
Y= 2 2 2 =2 2 2 '

11.17 Lbésen Sie das Anfangswertpoblem
Y =5y +6y=6t"+2t+16, y(0) =5, y'(0) =4

mit Hilfe der Laplace-Transformation.

Losung Dieses Anfangswertproblem gehe ich mit der gleichen Methode an wie
das Problem aus Aufgabe 11.16, so daf3 ich hier {iber die prinzipielle Vorge-
hensweise nichts mehr sagen muf. Die Laplace-Transformierte der rechten Seite
lautet nach der zweiten Zeile der Tabelle aus Aufgabe 11.14:

12 2 2 16
Plot> +2t + 16} =FL12— +2t 416 p = — + = + —.
2 s3 s2 s

Fiir die linke Seite verwende ich den Ableitungssatz. Mit Y (s) = £{y(t)} gilt:
Ly M) =s-Y(s) — y(0) =s-Y(s) — 5,

da ich den Anfangswert y(0) = 5 habe. Die Formel fiir die zweite Ableitung
liefert:

LY () =5"-Y(s) —s- y(0) — y'(0) = s> - Y(s) — 55 — 4,

wie Sie wieder den Anfangswerten entnehmen konnen. Setzt man diese Teiler-
gebnisse in die linke Seite ein, so folgt:

LU () —5Y () +6y(t)} = s*-Y(s) — 55— 4 —5(s-Y(s) — 5) + 6Y(s)
= Y(s)(s* =55+6) —55s—4+25
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= Y(s)(s* — 55+ 6) — 55+ 21.

Da die Laplace-Transformierten der linken und der rechten Seite gleich sein
miissen, heiflt das:

12 2 16
Y(s)(s> =55+ 6) — 55+ 21 = 573_‘_

s2 s
Die Briiche auf der rechten Seite fasse ich zu einem Bruch zusammen. Dann ist

12 + 25 + 165*
Y (s)(s® — 55+ 6) — 55+ 21 = $
s
Auflésen nach Y (s) ergibt dann:

55 — 21 12 4+ 25 + 1652
$2—554+6 $3(s2—55+6)

Y(s) =

Sehr schon sieht das leider nicht aus, und um nun die gesuchte Losung y(t)
auszurechnen, muf ich diesen Ausdruck wieder riicktransformieren. Natiirlich
stehen solche Briiche nicht in meiner Transformationstabelle; es bleibt wieder
keine andere Wahl, als beide Briiche mit Hilfe der Partialbruchzerlegung in ein-
fachere Briiche zu zerlegen, die ich anschlieflend leicht in eine Originalfunktion
riicktransformieren kann. Die Partialbruchzerlegung habe ich aber inzwischen
schon so oft durchgefiihrt, dal ich hier nur noch den Ansatz und das Ergebnis
aufschreiben méchte. Zunichst ist s —5s+6 = (s —2)(s — 3), wie man beispiels-
weise mit der p, g-Formel ausrechnen kann. Die Partialbruchzerlegung fiir den
ersten Bruch braucht also den Ansatz:

ss-21 _ A, B
$2—55+6 s—2 s—3

und mit den iiblichen Methoden kommen Sie dann zu einem linearen Glei-
chungssystem mit den zwei Unbekannten A und B, das man leicht l6sen kann.
Die Losungen lauten A = 11 und B = —6. Also gilt:

55 —21 11 6

2 _55+6 s—2 s—3

Etwas unangenehmer ist die Zerlegung des zweiten Bruchs, da sein Nenner kom-
plizierter ist: im Nenner ist die Null eine dreifache Nullstelle, und deshalb reicht
es nicht, den Linearfaktor s nur einmal als Nenner eines Partialbruchs auftau-
chen zu lassen, sondern man braucht ihn eben dreimal, und zwar als s, als s°
und als s>. Daher lautet hier der Ansatz:

12+25+1652_A1+A2+A3+ B  C
$3(s2—554+6) s s P8 s—2 s—3
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Sie sehen, dafy die Partialbruchzerlegung zu einem linearen Gleichungssystem
mit fiinf Unbekannten fiihrt, aber man kann eben nicht immer gewinnen. Wenn
Sie das Verfahren durchziehen, dann erhalten Sie:

A1:4,A2:2,A3:2,B:—10undC:6.

Diese Werte konnen Sie nun in die Ansatzgleichung einsetzen und erhalten die
Darstellung:

1242s+16s> 4 2 2 10 6

53(52—55+6)_;+52+s3 s—2 53

Insgesamt habe ich also:

55 — 21 12 + 25 + 1652
s2—55+6 $3(s2—55+6)

_ 11 6 +4+2 2 10 n 6
T s—2 s—3 s § $ s—2 s—3
_ 1 4,2 2
T os—2 s 2§

Das sieht nun schon deutlich einfacher aus und ist einer Riicktransformation

ohne weiteres zuginglich. Die Originalfunktion zu - lautet nach der ersten

Zeile meiner Tabelle %, wihrend Sie die Originalfunktionen der restlichen Sum-
manden in der zweiten Zeile finden. Insgesamt folgt:

Y(s)

)’(t)262t+4+2t+t2=t2+2t+4+621’

denn {4} = %, £(2t} = 2 und L[} = 2 {g} =2,

53
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12.1 Man definiere f : R®* — R? durch

f x . x+y+z
)ZI T\ -3x+5y—2z)°

Bestimmen Sie die darstellende Matrix von f.

Losung Der Umgang mit Matrizen wird im Allgemeinen als einigermaflen ein-
fach empfunden, und das diirfte daran liegen, dafl er tatséchlich recht einfach ist.
Sie konnen es schon an dieser Aufgabe sehen. Hat man eine lineare Abbildung
f:R" — R™ gegeben, so erhdlt man die darstellende Matrix [f] von f, indem
man die Koeffizienten aus jeder Outputkomponente von f der Reihe nach in
jeweils eine Zeile der Matrix schreibt. Hat man also beispielsweise in der ersten
Outputkomponente von f das Ergebnis a;;x; + appx; + -+ - + a1nxy, s0 stehen
in der ersten Zeile der Matrix [f] einfach nur die Zahlen a;; ai;...a1,. Nun
hat aber die gegebene Abbildung f in der ersten Komponente den Ausdruck
x4+ y+z=1x+1y+ 1z und in der zweiten Ergebniskomponente den Ausdruck
—3x + 5y — 2z. Daher lautet die darstellende Matrix:

[f1= < . 12)

12.2  Gegeben seien die Matrizen
=2 17

A= und B = 2
1

— N U
S W o
S o O

1 7
0 1
Berechnen Sie A+ B, A — B und 2A — 3B.

Losung Die hier verlangten Matrizenoperationen sind recht leicht durchzufiih-
ren: man addiert zwei Matrizen gleichen Typs, indem man die an gleicher Stelle
stehenden Komponenten addiert, und man multipliziert eine Matrix mit einem
Skalar, indem man jeden einzelnen Eintrag der Matrix mit diesem Skalar multi-
pliziert. Daher gilt:

-259 17 0 —1 —2+175+09-1
A4+ B = 1 23 )+ 29 7 = 1+2 249347
0 10 1 01 0+1 14+00+1
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155 8
= 3 11 10

)

—1 —2—-175—-0 9+1
7 = 1-2 2-93-7
1 0—-1 1-00-1

sowie

—4 10 18 51 0 -3
2A—-3B = 2 4 6 |- 6 27 21
0 2 0 3 0 3

—4—-5110—-0 18+3
= 2—6 4-27 6-21
0-3 2—-0 0-3

=55 10 21
= -4 =23 -15
-3 2 =3

12.3  Gegeben seien die Matrizen

1 0
A=\ 21 undB:((Z) _11 _92>
0 3

Berechnen Sie A - B und B - A.

Losung Die Matrizenmultiplikation ist nicht mehr ganz so einfach wie die bis-
her besprochenen Operationen. Der Gedanke, daff man das Prinzip der Matri-
zenaddition {ibernimmt und Matrizen einfach komponentenweise multipliziert,
ist zwar naheliegend, aber falsch. Man kann das Produkt A - B nur dann aus-
rechnen, wenn A so viele Spalten hat wie B Zeilen, und das ist hier offenbar der
Fall, denn A hat zwei Spalten und B besitzt zwei Zeilen. Eine beliebte Methode
zur Multiplikation zweier passender Matrizen ist dann das sogenannte Falksche
Schema, das Sie hier vor sich sehen.

2 1 9

b i
1 012 1 9
-2 1(—-4 -3 =20
0 3]0 -3 -6

Man schreibt die beiden Matrizen A und B in dieser Anordnung auf: A steht links
unten, B steht rechts oben. In den Raum, den A und B einschlief}en, pafit genau
eine 3 x 3-Matrix, und das ist auch gut so, denn da A eine 3 x 2-Matrix und B
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eine 2 x 3-Matrix ist, muf} das Produkt A - B eine 3 x 3-Matrix sein. Die Eintrédge
der Produktmatrix kdnnen Sie jetzt leicht bestimmen. Jede Position der Ergeb-
nismatrix bekommen Sie, indem Sie eine A-Zeile nach rechts und eine B-Spalte
nach unten fortfithren, denn diese beiden Linien miissen sich genau innerhalb
des Platzes fiir die Ergebnismatrix schneiden. Nehmen wir zum Beispiel die erste
Zeile von A und die erste Spalte von B, so schneiden sich die fortgefiihrten Linien
genau an der Stelle, an der die Zahl 2 eingetragen ist. Und diese Zahl 2 entsteht,
2
0 komponen-
tenweise multiplizieren und anschlieflend die Ergebnisse addieren. Das ergibt:

indem sie den A-Zeilenvektor (1, 0) mit dem B-Spaltenvektor

1-24+0-0=2.

Nach dem gleichen Prinzip geht es weiter. Der néchste Eintrag in der ersten Zeile
der Produktmatrix entsteht, indem man auf die angegebene Weise die erste A-

Zeile (1, 0) mit der zweiten B-Spalte ( _11 ) kombiniert, und das ergibt:

1-140-(=1) = 1.
Und den dritten Eintrag rechnen Sie aus, indem Sie die erste A-Zeile mit der

dritten B-Spalte < _92 > kombinieren, also:

1-940-(=2)=09.

Damit ist die erste Zeile von A - B schon gefiillt, und beim Ubergang zur zweiten
Zeile muf’ ich der Reihe nach die zweite Zeile (—2, 1) von A mit allen Spalten
von B kombinieren. Die entsprechenden Rechnungen lauten:

(=2) - 241-0=—4,(=2)-1+1-(—1) = =3 und (=2) - 9+ 1 (=2) = —20.

Daher hat die Produktmatrix in der zweiten Zeile die Eintrdge —4, —3 und —20.
Beim Ubergang zur dritten Zeile mufl ich nun der Reihe nach die dritte Zeile
(0,3) von A mit allen Spalten von B kombinieren. Die entsprechenden Rech-
nungen lauten:

0:24+43-0=0,0-1+3-(—-1)=-3und 0-9+3-(—2) = —6.

Daher hat die Produktmatrix in der zweiten Zeile die Eintrdge 0, —3 und —6.
Auch die Matrix B - A kann ausgerechnet werden, denn B hat drei Spalten,
wihrend A drei Zeilen besitzt. Das Falksche Schema lautet in diesem Fall:

1 0
-2 1
0 3

21 9]0 28
0-1-2|2 -7
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Dabei werden die Eintrdge in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte der Produkt-
matrix ausgerechnet, indem man die i-te Zeile von B mit der j-ten Spalte von A
verkniipft, also ihre Komponenten miteinander multipliziert und die Ergebnisse
addiert. Ich mufite daher im Schema die folgenden Rechnungen durchfiihren:

2-141-(=2)4+9-0=0,2-0+1-149-3 =28,

und damit ist die erste Zeile von B - A schon berechnet. Fiir die zweite Zeile
ergibt sich:

0-14+ (=1 (=2)+(=2):0=2,0-0+(=1)- 1+ (=2)-3 = 7.

12.4  Stellen Sie fest, ob die folgenden 2 x 2-Matrizen invertierbar sind und
berechnen Sie gegebenenfalls ihre Inverse.

@
12
A= (13)
21
s (21).

Losung Hat man eine quadratische Matrix A mit n Zeilen und n Spalten, so
kann man nach der inversen Matrix A~! suchen, die die Bedingung

(ii)

A-At=4Aa"14=1,

erfiillt, wobei

10 ---0

o1 ---0
I, = .
0o .

0 01

die n-dimensionale Einheitsmatrix ist. Das Verfahren zur Berechnung der In-
versen beruht auf dem Gaufl-Algorithmus, den man eher bei linearen Glei-
chungssystemen gewohnt ist. Die Vorgehensweise ist dabei die folgende. Ist

Matrix zusammen:

ap app - Qin

10 -.-0
ax axp -+ a3 |0 1

0 :
n1 Ap2 - Apn |0 -+ 0 1
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Diese Matrix formt man dann mit Hilfe der Zeilenoperationen aus dem Gaufi-
Algorithmus so um, dafl die linke Hailfte in die Einheitsmatrix I, verwandelt
wird. Falls das funktioniert, steht dann die inverse Matrix A~! in der rechten
Hilfte der umgeformten groflen Matrix. Falls es aber nicht méglich ist, in der
linken Hilfte die Einheitsmatrix herzustellen, ist A nicht invertierbar.

2 4
zusammen mit der zweidimensionalen Einheitsmatrix in die folgende grofle

Matrix:
12(10
24(01)°

Um in der linken Hélfte die Einheitsmatrix herzustellen, ziehe ich das Dop-
pelte der ersten Zeile von der zweiten Zeile ab. Das liefert die neue Matrix:

1210
<o 0] -2 1) '
Da ich nun aber in der linken Hilfte der zweiten Zeile zwei Nullen produziert
habe, ist es nicht mehr mdéglich, die zweidimensionale Einheitsmatrix zu
erhalten, und deshalb ist die Matrix A nicht invertierbar.
Bei einer so kleinen Matrix konnen Sie die Invertierbarkeit auch leicht testen,
indem Sie die sogenannte Determinante von A ausrechnen. Das geht bei

einer 2 x 2 Matrix ganz leicht, weil Sie die Determinante durch ,Uber-Kreuz-
Multiplizieren“ der Eintrége von A erhalten, also:

(1) Ich will jetzt feststellen, ob A = ( 2 ) invertierbar ist. Dazu schreibe ich A

detA=1-4—-2-2=0.

Da eine quadratische Matrix genau dann invertierbar ist, wenn ihre Deter-
minante nicht Null wird, kann A nicht invertierbar sein.

.. . . . 21 . .
(ii) Anders sieht es aus bei der Matrix B = < 31 ) Schreibt man sie zusammen

mit der Einheitsmatrix in eine grofle Matrix, so ergibt sich die Matrix:

21|10
31(01)/°
Nun mufl ich links unten eine Null produzieren, und das erreiche ich am

besten dadurch, dafl ich das %-fache der ersten Zeile von der zweiten Zeile
abziehe. Das ergibt:




330 Matrizen und Determinanten

Die zweite Zeile multipliziere ich jetzt mit —2 und erhalte die Matrix:

2111 O

013 =2 /"
Ich will aber in der linken Hilfte der Matrix die Einheitsmatrix haben, und
deshalb mufl ich noch die zweite Zeile von der ersten abziehen. Das fiihrt

zu:
20(-2 2
013 —=2)°

Schliefllich teile ich noch die erste Zeile durch 2 und habe die Endform:

10/-1 1
013 —-2)°

Jetzt steht die inverse Matrix B~! in der rechten Hilfte, und das bedeutet:

L (-1 1
ro (7).

Da auch B eine 2 x 2-Matrix ist, hdtte ich auch hier zur Determinante Zuflucht
nehmen konnen. Zwar reicht es hier nicht, einfach nur die Determinante der
Matrix auszurechnen, denn damit kann ich ja nur feststellen, ob die Matrix
tiberhaupt invertierbar ist, aber nicht, wie ihre Inverse aussieht. Aber fiir
ab
cd
erst einmal die Determinante det B = ad — bc ausrechnen. Ist dann det B # 0,

so gilt:
1 d —b
B! = : .
ad — bc < —c a >

Im Falle unserer Matrix Bistnun a =2,b = 1,c = 3 und d = 1. Daher ist

2 x 2-Matrizen gibt es eine einfache Regel. Ist B = ), so kann man

detB=2-1—1-3=—1+#0,

(5 %)

und daraus folgt:

1 1 -1
_1_7.
Fr=7 (—3 2)

12.5 Berechnen Sie

det 0 —4 1
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Losung Determinanten berechnet man in der Regel, indem man sie nach ei-
ner Zeile oder einer Spalte entwickelt. Konkret bedeutet das, dafy Sie sich bei-
spielsweise eine Zeile aussuchen und diese Zeile erst einmal aus der zugrunde-
liegenden Matrix streichen. Anschlieffend streichen Sie der Reihe nach die erste,
zweite, dritte ... und schliefllich die letzte Spalte. Bei jeder gestrichenen Spalte
erhalten Sie eine neue quadratische Matrix, die wiederum eine Determinante
besitzt, die man ausrechnen kann, wobei man davon ausgeht, daf§ die Determi-
nanten der kleineren Matrizen auch tatsidchlich einfacher berechenbar sind als
die gesuchte Determinante der groflen Matrix. Hat die urspriingliche Matrix also
n Zeilen und n Spalten, so habe ich in diesem Stadium # Unterdeterminanten
ausgerechnet, aus denen ich irgendwie die grofie Determinante zusammensetzen
muf. Das macht man so: wenn Sie die i-te Zeile und die j-te Spalte gestrichen
haben, dann ergibt das erstens eine neue kleinere Matrix A;; und zweitens habe
ich im Schnittpunkt der i-ten Zeile und der j-ten Spalte genau das Element a;;
meiner Matrix A. Das kombiniert man, indem man a;; mit der Determinante
von A;; multipliziert, also a;; - det A;; berechnet. Nun miissen Sie nur noch auf
die Vorzeichen achten, und schon haben Sie die Formel:

detA = (=D)™'a; det Ay + (=) apdet Ap + - - - + (—=1)"a;, det Ajy,

n
= Z(—l)i+jaij det Aij,
j=1
die man als die Entwicklung nach der i-ten Zeile bezeichnet. Wahlt man umge-
kehrt die j-Spalte als stets zu streichende Spalte aus und streicht dann der Reihe

nach alle Zeilen der Matrix, so erhdlt man die Entwicklung nach der j-ten Spalte
mit der Formel:

detA = (—I)Hjalj detA;; + (_1)2+ja2j det Ay +--- + (—1)”+ja,,j det A,;

n
Z(—l)i+ja,‘j det Az’j~

i=1

Fiir die vorliegende Matrix

wihle ich die Entwicklung nach der zweiten Zeile, da dort eine Null vorkommt
und das Multiplizieren mit Null besonders angenehm ist. Ich streiche also im
folgenden generell die zweite Zeile und dann der Reihe nach die erste, zweite
und dritte Spalte. Das ergibt:

detd = (=D**! -o-detG _32) +(—1)2+2.(—4).det(_21 _32)
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2 —-12
+(=1) 1 det( 5 1>.

Damit ist die 3 x 3- Determinante reduziert auf drei 2 x 2-Determinanten, die
man leicht durch Uber-Kreuz-Multiplizieren ausrechnen kann. Die Lage ist sogar
noch besser, denn die erste dieser kleinen Determinanten brauche ich gar nicht
auszurechnen, da sie ohnehin mit Null multipliziert wird. Fiir die restlichen
Determinanten gilt:

det<_21 _32> =(—1)-(—2)—3-2=—4,det<_21 ?) =(=1)-1—2.2 = —5.

Damit folgt:
detA=(—4)- (-4 —1-(-5)=16+5=21.

12.6  Testen Sie die Giiltigkeit der Formel det(A - B) = det A - detB an den
Matrizen

1 0 -1 1 2
A=| -84 1 und B=1| 0 -2
-21 0 0

0

— N W

Losung Ein wesentlicher Vorzug von Determinanten ist der Determinanten-
produktsatz, der besagt, dal die Determinante eines Matrizenprodukts gleich ist
dem Produkt der Determinanten der einzelnen Matrizen. In Formeln: det(A-B) =
det A - det B. In dieser Aufgabe soll nur diese Formel an einem konkreten Bei-
spiel getestet werden. Ich muf3 also erst A-B ausrechnen und seine Determinante
bestimmen, und anschlieflend soll ich die einzelnen Determinanten von A und
B berechnen und miteinander multiplizieren. Wenn alles gut geht, kommt bei
beiden Rechenwegen das gleiche Ergebnis heraus.

Ich beginne also mit der Matrizenmultiplikation, die ich nach dem Falkschen
Schema aus Aufgabe 12.3 durchfiihre. Es liefert:

1 2 3

0o -2 7

0 0 1
10 -—-1]1 2 27

-84 1 |—8 =245

—-21 0 |-2 -6 1

Also ist

1 2 2

A-B= —8 =24 5

-2 -6 1

Zur Berechnung der Determinante von A - B ist es ziemlich egal, welche Zeile
oder Spalte ich mir aussuche, da nirgendwo eine Null auftaucht. Ich wéhle daher
die Entwicklung nach der ersten Zeile, die ich im folgenden generell streiche,
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und streiche dann der Reihe nach die erste, zweite, dritte Spalte. Dann gilt:

det(A-B) = (—D)'*"- 1. det < _—264 ?) + (=)' . 2. det ( :i ?)

—8 —24
+(—D? -2-det(_2 i )
= (-24)-1-5-(=6) =2 ((=8) - 1 =5 (~2))
+2-((—=8) - (=6) — (=24) - (=2))
=6—2-242-0
= 2.
Damit ist die Halfte der Angelegenheit erledigt. Fiir die andere Hailfte muf3 ich
noch die Determinanten von A und B berechnen. A hat eine Null in der ersten

Zeile, weshalb ich hier die Entwicklung nach der ersten Zeile vornehme und
dann der Reihe nach die erste, zweite, dritte Spalte streiche. Das ergibt:

detA = (—1)1+1~1~det<;1 é) +0+(—1)1+3.(_1).det<:523 ‘11>
4.0—1-1—({(=8)-1—4-(=2)
= —1.

Die Matrix B ist noch angenehmer, weil in ihrer letzten Zeile zwei Nullen stehen
und deshalb nur sehr wenig zu rechnen ist. Ich entwickle also B nach der dritten
Zeile und erhalte durch Streichen der Spalten:

detB 0+0+(—1)3+3-1-det(1 2)

0 -2
=1-(=2)—2-0
= —2.
Ich habe also herausgefunden, dafy det A = —1 und det B = —2 gilt. Daraus folgt:

detA-detB=(—1)-(=2) =2 =det(A- B),

und der Determinantenproduktsatz ist bestatigt.
12.7  Berechnen Sie

1
det

O = W
|
Vo o w

0
2
0

o

Losung Grofle und breite Determinanten rechnet man genauso aus wie kleine
und schmale, nur dafl man etwas ldnger rechnen mufl. Das Prinzip ist aber
immer dasselbe: Sie suchen sich eine Zeile oder eine Spalte aus, nach der Sie
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die Determinante entwickeln wollen, und streichen dann der Reihe nach alle
Spalten oder Zeilen, je nachdem, womit Sie gestartet sind. Bei der gegebenen
Determinante ist es beispielsweise sinnvoll, nach der ersten Spalte zu entwickeln,
weil hier zwei Nullen stehen und somit die Anzahl der Multiplikationen deutlich
reduziert wird. Es gilt also:

1
= (=" (=1)-det| 4
2

3 3
+(=D**t.2.det| 1 =20 | 40.
2 5

Die 4 x4-Determinante ist jetzt immerhin reduziert auf zwei 3 x 3-Determinanten,
aber diese beiden Determinanten muf} ich jetzt noch mit der gleichen Methode
ausrechnen. Ein weit verbreiteter Fehler besteht dabei darin, beispielsweise die
erste Spalte der ersten kleineren Matrix fiir die zweite Spalte zu halten, weil
sie ja aus der zweiten Spalte der urspriinglichen Matrix entstanden ist. Das
ist aber ein Trugschlufl. Die neue Matrix ist ein Objekt fiir sich, mit eigenen
Spalten und Zeilen, und deshalb fange ich auch hier das Zéhlen der Zeilen- und
Spaltennummern ganz normal mit der Eins an. Da die erste 3 x 3-Matrix in
der letzten Spalte zwei Nullen aufweist, entwickle ich natiirlich nach der dritten

Spalte und finde:
343 e —
(-1 5 det(4 1)

=5.(1- (=) = (=2)-4)
= 35.

det

N s =
|

u o O
|

Die zweite 3 x 3-Matrix hat in der zweiten Spalte zwei Nullen, also werde ich sie
auch nach dieser zweiten Spalte entwickeln. Es gilt:

3 0 3
det{ 1 -20
2 0 5

33
0+(—1)2+2~(—2)~det(2 5)+0

= (=2)-(3-5-3-2)
= (=2)-9=—18.

Die Werte fiir die Determinanten der kleineren Matrizen setze ich jetzt ein in
die Entwicklungsformel fiir die grof3e Determinante. Das ergibt:

1

det =(=1)-35+2-(—18) = =35 - 36 = —71.

0
2
0
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12.8 Berechnen Sie die inverse Matrix von

12 -1
A=101 —4
11 2

Losung In Aufgabe 12.4 habe ich bereits erkldrt, wie man mit dem Gauf3-
Algorithmus inverse Matrizen ausrechnet: man schreibt die gegebene Matrix A
zusammen mit der Einheitsmatrix I in eine grofle Matrix (A|I) und sieht dann
zu, dafl man durch Anwendung der {iblichen Zeilenoperationen in der linken
Hilfte dieser grof3en Matrix die Einheitsmatrix erhélt. Daraus folgt dann, daf in
der rechten Hilfte die inverse Matrix A~! steht. Ich starte also mit der Matrix

12-1{100
01 —-4/010 |,
11 2 (001

die entsteht, indem ich A mit der Einheitsmatrix zusammenpacke. In der ersten
Spalte will ich nun unterhalb der obersten 1 nur noch Nullen haben. Das ist in
der zweiten Zeile kein Problem, da ich dort am Anfang schon eine Null vorfinde,
und in der dritten Zeile erzeuge ich die Null, indem ich die erste Zeile von der
dritten abziehe. Das ergibt:

|

S

O =
S = O
— o O

Damit ist die erste Spalte auch schon erledigt. In der zweiten Spalte mufl die —1
in der dritten Zeile durch eine Null ersetzt werden, und ich addiere deshalb die
zweite Zeile auf die dritte. Dann erhalte ich:

12-11 0
01 —-4,0 1
00-1|1-11

o~
— o O

Natiirlich will ich in der dritten Zeile und dritten Spalte eine 1 haben, denn links
soll ja die Einheitsmatrix stehen. Dazu brauche ich nur die letzte Zeile mit —1
zu multiplizieren und bekomme die Matrix:

Jetzt habe ich die Rechnung von oben nach unten abgeschlossen und mufl mich
wieder von unten nach oben arbeiten. Wenn ich das Vierfache der dritten Zeile
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auf die zweite addiere, erhalte ich:

und bin damit dem Ziel wieder etwas ndher gelangt, in der linken Hilfte eine
Einheitsmatrix zu erzeugen. Nun addiere ich die dritte Zeile auf die erste und
finde:

120(2 -1 -1
0104 -3 —4 |,
001|1 -1 —1

so dafl ich nur noch das Doppelte der zweiten Zeile von der ersten abziehen
muf}, um schliefSlich die gewiinschte Form

zu erreichen. Die inverse Matrix A~! konnen Sie nun direkt aus der rechten
Hilfte der groflen Matrix ablesen. Es gilt also:

-6 5 7
4 -3 —4
1 -1 -1



13 Mehrdimensionale Differentialrechnung

13.1 Berechnen Sie die ersten und zweiten partiellen Ableitungen der folgenden
Funktionen.

i) filx,y) = 4y2_"3x;
() fa(x,y,2) =2x*yz> —3xy°z + x;
(iii) f3(x, y) = 77 + sin(x + y);

(iv) fa(x, y) = arctan .

Losung Die Berechnung partieller Ableitungen gehort nicht zu den spannend-
sten Aufgaben, die man sich vorstellen kann. Dafiir ist sie nicht besonders
schwierig, wenn man sich einmal an das Prinzip gew6hnt hat. Haben Sie bei-
spielsweise eine Funktion f(x, y) mit zweidimensionalem Input (x, y), aber re-
ellem Output, dann konnen Sie diese Funktion sowohl nach der Variablen x
als auch nach der Variablen y ableiten. In beiden Féllen spricht man von einer
partiellen Ableitung, da man eben nur nach jeweils einer Variablen ableitet. Das
hat dann aber auch sofort Konsequenzen fiir die Berechnungsmethode: wenn Sie
f(x, y) nur nach der Variablen x ableiten, dann bedeutet das, daf} Sie fiir eine
Weile y nicht mehr als Variable betrachten, sondern als schlichte Konstante, was
es relativ zu x ja auch ist. Man leitet also partiell nach x ab, indem man y als
Konstante betrachtet und dann die Funktion als vertraute Funktion in der einen
Variablen x interpretiert, die man mit den gewohnten Methoden ableiten kann.
Und fiir y ist es genauso, nur daf3 ich dann x als Konstante betrachten und f als
Funktion in der Variablen y interpretieren muf3. Die Ergebnisse dieser Rechnun-
gen bezeichnet man als die partiellen Ableitungen %(x, y) und %(x, y), wobei
ich dazu sagen sollte, dafl viele Leute das Zeichen 9 anstelle des iiblichen grie-
chischen Buchstabens & benutzen, aber dieser Verunstaltung eines Buchstabens
mag ich mich nicht anschlief3en.

Sobald nun die partiellen Ableitungen %(x, y) und %(x, y) vorliegen, kann
man zu den zweiten Ableitungen iibergehen. Schliefllich sind beide partielle Ab-
leitungen wieder Funktionen in x und y, die ich ihrerseits wieder nach x und
nach y ableiten kann. Sie miissen sich hier nur daran gewShnen, dafl die Rei-

henfolge der Ableitungsvariablen von rechts nach links gelesen wird: will man

&of

5ydx
2

unter %(x, y) zu verstehen ist, dafl erst nach y und dann nach x abgeleitet

wird.

also erst nach x und dann nach y ableiten, so schreibt man

(x, y), wihrend
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Nun sind die ersten und zweiten partiellen Ableitungen von f;(x, y) =
4yzj‘3x zu berechnen. Um an %(x, ) heranzukommen, betrachte ich y als
gewohnliche Konstante und leite nur nach x ab. Damit ist aber die Ableitung
ein Fall fiir die Quotientenregel, wobei die Ableitung des Zéhlers 2 lautet,
wiéhrend beim Ableiten des Nenners —3 herauskommt, denn y ist jetzt eine

Konstante, die beim Ableiten wegfillt. Nach der Quotientenregel gilt dann:

o1
ox

X )_2-(4y—3x)—(—3)-2x_8y—6x+6x_ 8y
V)= (4y — 3x)? 4y —3x)?%  (4y —3x)?

Zur Berechnung der ersten partiellen Ableitung nach y sollten Sie beachten,
dafl im Zéhler der Funktion iiberhaupt kein y auftaucht, so dafl ich mir
hier die Verwendung der Quotientenregel ersparen kann. Ich muf} jetzt x
als Konstante betrachten und die Funktion nach y ableiten. Dazu schreibe
ich zunichst:

2x
4y — 3x

fi(x, y) = =2x-(4y—3x)’1.

Nun ist aber x als Konstante zu interpretieren, und deshalb ist der Faktor 2x
ein konstanter Faktor, den man beim Ableiten nach y einfach mitschleppen
kann. Im zweiten Faktor kommt dann allerdings ein y vor, und hier hilft
die Kettenregel: die innere Funktion ist 4y — 3x, die duflere das Potenzieren
mit —1. Daraus folgt:

f1 8x

— 2 e
(x y)=2x-4-(=1)-(4y — 3x)~ (4y—3x)2'

Die Arbeit ist damit leider nicht getan, denn ich muf§ noch die zweiten

partiellen Ableitungen berechnen. Die zweite Ableitung gz L (x, y) bekomme

ich, indem ich die erste Ableltung 55 it (x, y) noch einmal nach x ableite und
dabei y wieder als Konstante betrachte. Dafiir schreibt man dann meistens
5 f *(x, ¥). Nun ist aber 5f L (x, ) = (4),8_%)2, und ich habe hier
eine Funktlon von x, die im Zihler kelne Variable erhilt. Damit kann ich
mir wieder die etwas schwerfillige Quotientenregel sparen und schreibe die
erste partielle Ableitung nach x als:

f1

abkiirzend

(x y)=8y-(4y —3x)~ -2,

Mit der Kettenregel kann ich dann diesen Ausdruck bei konstantem y wieder
nach x ableiten, und erhalte

2f1 48y

(4y —3x)3"

(%, y) =8y-(=3)-(=2)-(4y—3%) " =48y-(4y—3x)"° =
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Die zweifache Ableitung %7 (x, y) = g;f;; (x, y) berechne ich nun nach
dem gleichen Prinzip, 1ndem ich die vorher bestimmte partielle Ableitung
—ﬁ noch einmal bei konstant gehaltenem x nach y ableite. Im Zahler
steht mit 8x keine Variable y, und damit ist wieder einmal eine Anwendung
der Kettenregel angesagt. Es gilt ndmlich

f1

b‘f]

( y) = —8x - (4y —3x) 77,

x p—
4 y—3x)2
und daraus folgt mit der Kettenregel:

52f1 64x

T4y —3x)%

~(x,y) = —8x-4-(=2)- (4y —3x) > = 64x- (4y —3x) " =

Jetzt bin ich fast fertig, aber zwei zweite Ableitungen fehlen immer noch.
Ich habe ndmlich bisher nur die zweifachen Ableitungen nach jeweils einer
Variable berechnet und mich nicht um die ebenfalls méglichen gemischten
Ableitungen gekiimmert: erst nach x und dann nach y oder umgekehrt.

Fiir 5x ~(x, y) nehme ich die partielle Ableitung oh 5 (X, ) und leite sie bei
konstant gehaltenem y nach x ab. Wegen

f] 8x
y T Ty

kommt dabei wieder die Quotientenregel zum Tragen, wobei Sie darauf
achten miissen, daf3 ich jetzt nach x ableiten will. Damit ergibt sich:

8 f x.y) = _8-(4y—3x)2—(—3)-2-(4y—3x)-8x
sxdy ) T (4y — 3x)"

8- (4y—3x)+6-8x

- (4y — 3x)3

32y —24x+48x

T 4y —3x)

_ 32y+24x 4y + 3x

o _(4y—3x)3 - (4y —3x)3"

Ein paar Worte zu dieser Rechnung: in der ersten Zeile habe ich die Quo-
tientenregel angewendet, also die Ableitung des Zéhlers mit dem Nenner
multipliziert und davon das Produkt aus der Ableitung des Nenners mit
dem Zihler abgezogen. Den Nenner habe ich dabei mit der Kettenregel ab-
geleitet, denn die innere Funktion ist 4y — 3x, wihrend die duflere Funktion
aus dem Quadrieren besteht. In der nichsten Zeile habe ich durch den ge-
meinsamen Faktor 4 y —3x gekiirzt, was den Bruch deutlich vereinfacht, und
anschlieffend mufite ich nur noch den Zihler ein wenig zusammenfassen,
um zu meinem Endergebis zu kommen.
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Das Ende dieser miihseligen Rechnung ist erreicht, sobald ich auch noch

g;é; (x, y) berechnet habe, und das heif3t, daf} ich die erste partielle Ablei-

tung nach x jetzt noch nach y ableiten muf. Wegen

of,
ox

8y
(x, ) = (y — 3%)°
ist das schon wieder ein Fall fiir die Quotientenregel, denn die Variable
y kommt in Zihler und Nenner vor. Die Rechnungen werden dabei sehr
dhnlich sein zu denen, die ich eben gerade vorgenommen habe, weshalb ich
sie hier kommentarlos vorfiihre. Es gilt also:

% fi x.y) = 8- (4y —3x)* —4-2-(4y —3x) - 8y
Sydx V)= (4y — 3x)*
8- (4y —3x)—8-8y
(4y — 3x)°

32y — 24x — 64y

4y — 3x)°
—32y — 24x
(4y — 3x)?
o 32y+424x 4y + 3x

S (4y—3x)?® 4y —3x)}

Hier sollte Thnen etwas auffallen. Es hat sich herausgestellt, daf3

8 fi
ox0y

8 f1
Oydx

(x,y) = (x,y)

gilt, und das ist kein Zufall. Da die gegebene Funktion f(x, y) eine ratio-
nale Funktion darstellt, kann man davon ausgehen, dafl alle auftretenden
zweiten partiellen Ableitungen stetig sind, und in diesem Fall sagt der Satz
von Schwarz, dafy man bei den gemischten Ableitungen die Reihenfolge des
Ableitens ohne Folgen fiir das Ergebnis vertauschen kann.

Die Funktion f,(x, y,2) = 2x’yz® — 3xy°z + x ist einerseits etwas ange-
nehmer als f;, denn es handelt sich hier um ein Polynom, und Polynome
lassen sich in aller Regel leicht ableiten. Andererseits ist sie aber auch unan-
genehmer, da sie drei Inputvariablen hat und nicht mehr nur zwei, was die
Anzahl der partiellen Ableitungen deutlich erh6ht. Zundchst habe ich hier
drei erste partielle Ableitungen: eine nach x, eine nach y und eine nach z.
Um nach x abzuleiten, betrachte ich die beiden anderen Variablen y und z
als Konstanten und verwende nur x als Ableitungsvariable. Dann ist:

6f2

E(x, ¥, 2) =4xyz’ —3y°z+ 1,
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denn ich muf beispielsweise im ersten Summanden die Faktoren y und 2’
als konstante Faktoren betrachten, die beim Ableiten einfach stehen bleiben.
Mit der gleichen Methode berechne ich die erste partielle Ableitung nach y,
indem ich die beiden Variablen x und z als Konstanten betrachte und nur
nach y ableite. Das ergibt:

0
6fy2(x, Y, 2) = 2x%7% — 15xy4z,
denn im letzten Summanden kommt kein y mehr vor, und konstante Sum-
manden verschwinden beim Ableiten. Schliefflich finde ich die erste partielle
Ableitung nach z, indem ich sowohl x als auch y konstant halte und nur
nach z ableite. Damit wird:

sz

g(xv )’: Z) = 6x2y22 — 3xy5,

wobei der letzte Summand wegfillt, weil er auch die Variable z nicht enthilt.
Nun geht es an die zweiten Ableitungen, und dabei zeigt es sich, wie sehr
die Anzahl der Variablen zu Buche schldgt. Jede der ersten partiellen Ablei-
tungen muf ich jetzt wieder nach jeder der drei Variablen ableiten, und das
ergibt insgesamt neun zweite partielle Ableitungen. Immerhin muff man
sie nicht alle von Hand ausrechnen, denn f, ist ein Polynom und daher
sicher zweimal stetig partiell differenzierbar. Nach dem Satz von Schwarz
wird es also bei den gemischten Ableitungen keinen Unterschied machen,
in welcher Reihenfolge man die Ableitungsvariablen antreten lafit. Zunéchst
werde ich die partielle Ableitung %:(x, ¥, z) nach den drei Variablen x, y
und z partielle differenzieren. Beim erneuten Ableiten nach x halte ich y
und z konstant und leite nur nach x ab. Das ergibt:

8f,
Sx?

(x, y,2) = 4yz’,

denn in den beiden anderen Summanden von %:(x, y, z) kommt {iberhaupt
kein x mehr vor, so daf sie beim Ableiten nach x als konstante Summanden
verschwinden. Beim Ableiten nach y sieht es nicht ganz so gut aus, denn
zwei von drei Summanden in %:(x, y, z) verfiigen noch iiber ein y, so daf3
nur einer beim Ableiten nach y verschwindet. Daraus folgt:

5f,
Oydx

(x,y,2) = 4xz> — 15)/42.

Und dasselbe passiert beim Ableiten nach z, denn auch die Variable z kommt
in zwei Summanden von %(x, y, z) vor. Das heiflt dann:

8f,

= 12xyz" — 3y°.
525+ (x,y,2) xyz- —3y
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Damit ist schon das meiste geschafft. Als nichstes gehe ich von der ersten
partiellen Ableitung %f(x, y, z) aus und leite sie nach den einzelnen Varia-

blen ab. Die gemischte Ableitung 2 L 5 (x, 7, 2) kenne ich aber schon, denn

5x6
nach dem Satz von Schwarz ist

2f 2 8 f,

6ydx

( y,2) = (x, y,2) = 4xz° — 15y"z.

Fiir die doppelte Ableitung nach y muf ich allerdings die partielle Ableitung
%Z(x, y, z) wieder nach y ableiten. Hier kommt wieder nur ein Summand
zum Tragen, da der erste Summand kein y enthilt, und das heifit:

2
f2 5 (x. y.2) = —60xy’z.

Und wenn ich schliefllich %(x, ¥, 2) nach z ableite, ergibt sich:

8f,
0z8y

(x, y,2) = 6x*2* — 15xy".

Nun werde ich von der ersten partiellen Ableitung %(x, ¥, z) ausgehen, die
ich nach den drei Variablen x, y und z ableite. Dabei ist kaum noch etwas
zu tun, denn nach dem Satz von Schwarz gilt:

8 f Zf 2 5
S5x5, 5 VD = 55 (% y.2) = 12xyz” =3y
und
&fa 2f2 2.2 4
= —1 .
Syaz(x, y,2) = (x y,2) = 6x°z 5xy

Nur fiir die doppelte partielle Ableitung nach der Variablen z muf ich noch

einmal differenzieren, indem ich 5f —(x, y,z) nach z ableite. Dann erhalte
ich:

2f2

(%, y,2) = 12x* yz.

(iii) Die Funktion f3(x, y) = e*~7 +sin(x + y) hat nur zwei Inputvariablen, was

die Zahl der zweiten partiellen Ableitungen auf vier reduziert. Zuerst mufl
ich aber die beiden ersten partiellen Ableitungen ausrechnen. Zum Ableiten
nach x halte ich y als Konstante fest und differenziere nur nach x. Dafiir
brauche ich zweimal die Kettenregel: bei 77 ist x — y die innere Funktion
mit der Ableitung 1, und die Exponentialfunktion ist die dulere Funktion.
Dagegen hat sin(x + y) die innere Funktion x + y mit der Ableitung 1, und
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die duflere Funktion ist der Sinus. Damit gilt:

fs(x y) = e 4+ cos(x + y).

Ahnlich sieht es bei der Ableitung nach y aus. Hier halte ich x als Konstante
fest und habe natiirlich wieder die gleiche Aufteilung in innere und &duflere
Funktionen. Nur bei einer inneren Ableitung gibt es einen Unterschied: leitet
man die innere Funktion x— y nach y ab, so ergibt sich die innere Ableitung
—1. Das heifit also:

f3 (x y) = —e*7 4 cos(x + y).

Nun sind die zweiten Ableitungen an der Reihe. Ich beginne damit, dafl

ich die erste partielle Ableitung > 55 L (x, y) nach x und nach y ableite. Was
ich oben iiber die inneren Funktionen gesagt habe, gilt dann natiirlich auch
hier, und es folgt:

62f3

> (x, y) = eV —sin(x + y).

Beim Ableiten nach y muf} ich wieder die innere Ableitung —1 der inneren
Funktion x — y beachten und erhalte:

5fs
O0ydx

(x, y) = —€7 —sin(x + y).

Da f; als Kombination einer Exponentialfunktion mit einer Sinusfunktion
mit Sicherheit zweimal stetig differenzierbar ist, habe ich damit aber nach
dem Satz von Schwarz auch gleich die umgekehrte genmischte Ableitung
berechnet. Es gilt also:

5% f3
0x0y

2f3

X

() =5 ()= 7 —sin(x + ).

Zum Schluf} muf$ ich jetzt nur noch die doppelte Ableitung nach y bestim-
men, indem ich ‘Z—f;(x, y) noch einmal nach y ableite. Dabei verschwindet
das Minuszeichen vor der Exponentialfunktion, da es durch das Minuszei-
chen aus der inneren Ableitung ausgeglichen wird. Deshalb gilt:

2
5)]}(3(x y) =€ —sin(x + y).

Etwas unangenehmer ist die Funktion f,(x, y) = arctan . Das Prinzip des
Ableitens ist zwar immer das gleiche, aber die auftretenden Ableitungsaufga-
ben konnen auf den ersten Blick etwas verwirren. Beim partiellen Ableiten
nach x habe ich die innere Funktion £ und die dufere Funktion arctan.
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Die vermeintliche Variable y wird aber beim Berechnen der partiellen Ab-
leitung nach x als Konstante angesehen, weshalb die innere Ableitung hier
—Z lautet, denn ich darf fiir den Moment nur nach x ableiten. Dazu kommt

noch die duflere Ableitung, und wie Sie wissen oder nachlesen konnen ist
(arctanx)’ = ﬁ Nach dem Prinzip ,innere Ableitung mal duflere Ablei-

tung” folgt dann:

8f4 Y 1 y
N E TR T I T R
+(9) y

Sie miissen dabei beachten, daf die Ableitung des Arcustangens nicht ein-
fach an der Stelle x genommen wird, sondern auf die innere Funktion %
angewendet werden muf}, was den kleinen Bruch im Nenner des groflen
Bruchs erkldrt. Der Rest ist schlichte Bruchrechnung.

Auch fiir die erste partielle Ableitung nach y verwende ich die Kettenregel.
Innere und duflere Funktion sind die gleichen wie eben, nur dafl die innere
Funktion Z jetzt eine Funktion von y ist und x als Konstante betrachtet

wird. Damit ergibt sich die innere Ableitung 1, und das bedeutet:

1 x? x

X x2+y2:x2+y2’

0f4
oy

(x, y) =

1
)

wobei ich im zweiten Schritt den zweiten Bruch mit x? erweitert habe. Das
Berechnen der zweiten Ableitungen ist jetzt keine grofle Sache mehr, son-
dern lauft mit Hilfe von Quotienten- und Kettenregel ab. Fiir die doppelte
partielle Ableitung nach x leite ich die erste partielle Ableitung %(x, ¥)
noch einmal nach x ab. Da im Zdhler dieser ersten partiellen Ableitung
kein x vorkommt, schreibe ich sie als

)
aijj(x, N=-y &4y

und verwende die Kettenregel. Wieder ist y als Konstante zu behandeln,
und das heif3t:

52 2x
53{; ) =—y 2 (—DE2 4 y) i = ——2

- (x2 +),2)2’

da sich die beiden Minuszeichen gegenseitig aufheben. Bei der gemischten
Ableitung kann ich die Quotientenregel anwenden, und die erste partielle
Ableitung

o
ox

4
x2+y2

(x,y) =
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nach der Variablen y ableiten. Das ergibt:

Ofi ey = L&A —2yy X4y -2y
3)/536 V)= (x2+y2)2 - (x2+),2)2
xz_yz yz_xz

(x2 +)’2)2 - (x2 +y2)2'
Nach dem Satz von Schwarz entspricht das auch der gemischten partiellen
Ableitung mit umgekehrter Reihenfolge der Ableitungsvariablen, also:

5 f4
o0x6y

2 2 2
f4 - X

(x,y) =

Zum guten Schlufl berechne ich noch die doppelte partielle Ableitung nach
y. Da im Zdhler der ersten partiellen Ableitung nach y die Variable y nicht
vorkommt, schreibe ich sie als

f4(x y=x-+yH7!

und verwende die Kettenregel. Nun ist x als Konstante zu behandeln, und
das heifit:

62f4 2xy

(xz + )’2)2 :

(X ) =x-2y- (D) +yH 7 =

13.2  Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene der Funktion
f. ) =6 +y)-e”

an dem Punkt (x9, yo) = (1, 0).

Losung Eine Funktion f(x, y) mit zwei reellen Inputs und einem reellen Ou-
tput kann man sich als eine Oberfliche im dreidimensionalen Raum vorstellen.
Deshalb sind die Tangenten auch nicht wie im vertrauten eindimensionalen Fall
einfach nur Geraden, sondern Ebenen: an einen Punkt auf einer Oberfliche im
Raum koénnen Sie eine Ebene kleben, die daher auch Tangentialebene genannt
wird. Und wihrend Sie im eindimensionalen Fall zur Berechnung der Tangen-
tengleichung die erste Ableitung der Funktion brauchen, werden wir hier die
partiellen Ableitungen verwenden. Die Vorgehensweise ist dabei die folgende.
Zuerst rechnen Sie die partiellen Ableitungen %(x, y) und %(x, y) aus. Dann
setzen Sie in diese partiellen Ableitungen und in die Funktion selbst den Punkt
(%0, o) ein. Und schlieffllich gibt es eine einfache Formel, mit der Sie die Glei-
chung der Tangentialebene ausrechnen kénnen, ndamlich:

5 5
z = f(xo, yo) + ;i(xo, Yo) - (x — x0) + 5§(x0’ ¥Y0) - (¥ — y0)
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= fo, y0) + ( Exo. yo) Exo ) ) - <;_ i‘; > :

Dabei ist die zweite Zeile nur die Matrizenfassung der ersten Zeile, in der mit
Hilfe eines Matrizenprodukts genau der gleiche Sachverhalt ausgedriickt wird.
Nun muf§ ich nur noch diese Formel mit Leben fiillen und zuerst die partiellen
Ableitungen von f(x, y) ausrechnen. Bei der partiellen Ableitung nach x sollten
Sie beachten, daf in f(x, y) = (x*+ y°)-e 7 der Faktor e™” die Variable x nicht
enthdlt, so dafl die Produktregel hier gar nicht gebraucht wird: e™” ist relativ
zu x nichts weiter als ein konstanter Faktor, den man beim Ableiten einfach da
stehen 1483, wo er ist. Damit gilt:

of -
Zix,y)=3x2-e7.
= (xy) =3 e
Anders sieht es aus bei der partiellen Ableitung nach y. Jetzt ist y die Ableitungs-
variable, und sie kommt in beiden Faktoren vor, wahrend ich x als schlichte
Konstante betrachten muf. Also ist die Produktregel nicht mehr zu vermeiden.
Sie liefert:
of P R T 33\ - 2.3 .3
Sy(x,y)_3y~e +(=e ) - (x+y)=eV By ' —x—y).
Die schwierigste Arbeit ist damit schon getan, jetzt wird nur noch eingesetzt.
Der Punkt, um den es geht, lautet (xo, yo) = (1, 0). Also ist

of f

5
—(1,0)=3-e"=3und =(1,0) =€’ - (—1) = —1.
0x y

5y
Weiterhin ist f(1,0) = 1-¢° = 1. Einsetzen in die Formel fiir die Tangentialebene
ergibt dann:

_ of _n+¥%q 0.
z = f(1,0) + ax(l,O)'(x 1)+5y(1,0) y
=143 (x—-1)—1-y
=1+4+3x—-3—y

=3x—y—2.

13.3  Gegeben sei die Funktion

fx, y) = ex.
Berechnen Sie

5f 5f
X - ?x(x, y) +y . g(xv )’)
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Losung Diese Aufgabe ist wie die nichsten beiden nichts weiter als eine Ubung
im partiellen Ableiten. Zunichst werde ich also f(x, y) nach der Variablen x dif-
ferenzieren. Dabei ist wieder einmal die Kettenregel anzuwenden, denn offenbar
ist f eine verkettete Funktion mit 2 als innerer Funktion und der Exponential-
funktion als duflerer. Bei der partiellen Ableitung nach x betrachte ich aber y
als Konstante und nur x als Ableitungsvariable. Deshalb lautet die innere Ablei-
tung — %, und die dufere Ableitung ist natiirlich wieder die Exponentialfunktion
selbst. Das ergibt die partielle Ableitung:

5f

oF — )
6x(x’y)_ 2 e

Das Ableiten nach y geschieht nach dem gleichen Prinzip. Innere und duflere

Funktion sind die gleichen wie eben, nur daf die innere Funktion Z jetzt eine

Funktion von y ist und x als Konstante betrachtet wird. Damit ergibt sich die
innere Ableitung 1, und das bedeutet:

Sof 1
5(3(7,)/) = ;-ex.

Jetzt habe ich alles, was ich brauche, um den gesuchten Ausdruck zu berechnen.
Es gilt:

of of _ y y 1
x'a(&)’)-l-)’-@(x,y)_x-( ;-e )—i—y-;~e
_ Yty g
= ex+y X e
:—23%4_2@%
X X
= 0.
Folglich ist
of Sf _
xafx(X,)’)-i-)/@(x,y)_O

13.4  Gegeben sei die Funktion

gk, y) =In(Vx+.7).

Zeigen Sie
og og 1
x~5—x(x,y)+y-5(x,y)_ X

Losung Auch hier geht es im Grunde genommen nur darum, mit partiellen
Ableitungen zu hantieren. Ich muf} die ersten partiellen Ableitungen der Funk-
tion g(x, y) ausrechnen, sie nach der angegebenen Formel kombinieren und
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zusehen, was dabei herauskommt. Um nun g(x, y) = In (ﬁ + ﬂ) nach der
Variablen x abzuleiten, betrachte ich y als Konstante und differenziere nur nach
x. Dazu brauche ich die Kettenregel, denn jetzt ist g eine verkettete Funktion
in der Variablen x: die innere Funktion ist /x + ,/y mit der inneren Ableitung
ﬁ, und die duBere Funktion ist der natiirliche Logarithmus. Wegen (Inx)' = 1
folgt dann aus der Kettenregel:

1 1
2J% f+f

denn die duflere Ableitung wird nicht auf das schlichte x angewendet, sondern
auf die gesamte innere Funktion /x + ,/y. Beim Ableiten nach y vertauschen
sich gerade die Rollen von x und y: x wird als Konstante betrachtet, und y ist
die Ableitungsvariable. Deshalb lautet jetzt die innere Ableitung 2\%, und als

f( )=

partielle Ableitung erhalte ich:

1 l
( y) =
Jetzt ist nicht mehr viel zu tun. Aus der Potenzrechnung folgt:

Sg LU VR 1
ox VT Ak Aty 2 Aty

da x - ﬁ = /x gilt. Und natiirlich gilt genauso:

O NN S, SR
5y VTV Ay gy 2 gy

Addieren ergibt daher:

NESN SR/ S S
2 Vx+yy 2 VxE
1 Vx+Jy

2 Jx+ .y
1

og o8 _
X - Bx(x,y)+y‘ 5y(x7y) =

>
13.5 Man definiere die Funktion f : R*\{(0, 0, 0)} — R durch
1

fx,y,2) = \/ﬁ

Berechnen Sie

2 8 52
f(x y,z)—i-f(x y,z)-i-f(x ¥, 2).
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Losung Bei dieser Aufgabe wird die Rechnung etwas aufwendiger, da es sich um
zweite partielle Ableitungen handelt. Es bleibt mir also nichts anderes iibrig, als
die geforderten zweiten partiellen Ableitungen auszurechnen und anschlieflend
zu addieren. Dabei wird sich herausstellen, daf3 sich alles aufhebt und zum Schlufl
Null herauskommt.

Zuerst berechne ich die erste partielle Ableitung nach der Variablen x. Dazu
halte ich die beiden anderen Variablen y und z konstant und betrachte nur noch
x als Ableitungsvariable. Die Funktion f(x, y, z) kann ich aber schreiben als

f(x,y,2) =+ y*+2)71,

und damit ist die Kettenregel anwendbar. Die innere Funktion lautet x> + y? 4 2
und hat beim Ableiten nach x die innere Ableitung 2x. Die duflere Funktion
ist das Potenzieren mit —%, und das kann ich nach der iiblichen Regel fiir
die Ableitung einer Potenzfunktion behandeln. Nach der Kettenregel ergibt sich
daraus:

g(x, y,2) =2x - (—;) S+ Y+ )= —x- (2 +y 4+ )7

Das konnte man natiirlich wieder als Bruch schreiben, aber da ich ohnehin noch
weiter ableiten muf3, ist es sinnvoll, den Ausdruck einfach stehen zu lassen:
fiir die doppelte partielle Ableitung nach x wird er jetzt nach x differenziert.
Zunichst handelt es sich um ein Produkt, so daf3 ich die Produktregel verwenden
mufl, aber fiir die Ableitung des zweiten Faktors nach x werde ich wieder die
Kettenregel brauchen, denn hier wird die innere Funktion x? + y* 4 z* mit dem
Exponenten —3 potenziert. Damit wird:

5? s 3 5
sz D=ED- P+ Y+ 4+ (—x) - 2x - (—2) S+ Y+ )

Dabei habe ich fiir die partielle Ableitung des zweiten Faktors die innere Ab-
leitung 2x mit der duleren Ableitung der Potenzfunktion mit dem Exponenten
—2 multipliziert. Das erzielte Ergebnis fasse ich noch ein wenig zusammen und
schreibe es als Summe von zwei Briichen:

2
57x2(x’ ¥, 2)

3 3 5
(=D (& + Y +2)7 4 (=) 2x <_2> Wy )
1 3x?
- 7 T+ 5.
(xZ + yZ + 22)5 (X2 + yZ + 22)5

Sehr tibersichtlich sieht das noch nicht aus, aber das wird sich bald andern. Zu-
erst mufl ich noch die restlichen zweifachen partiellen Ableitungen berechnen,
aber das geht jetzt ohne jeden Aufwand. Wenn Sie einen genaueren Blick auf die
Funktion f(x, y, z) werfen, dann werden Sie feststellen, daf§ die drei Variablen
x, y und z absolut identische Rollen spielen: wenn Sie beispielsweise die Rollen
von x und y vertauschen, dann kommt wieder genau die gleiche Funktion her-
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aus. Deshalb wird auch beim zweifachen partiellen Ableiten nach y das Gleiche
passieren wie beim zweifachen partiellen Ableiten nach x, nur daf} jetzt y die
Rolle von x einnimmt. Es gilt also:

& 1 3y?
8 ey = -+ .
5}/ (x2+)’2+22)2 (x2+)’2+22)2

und mit dem gleichen Prinzip finden Sie:

5? 1 322
) (xv )” Z) = - 3 + 5
oz (*+y2+2): (¥ +y*+2%):

Damit habe ich immerhin schon die drei zweifachen partiellen Ableitungen er-
mittelt, die addiert werden sollen. Es gilt also:

3f 5? &?
S+ a—yz(x, y D+ 55 y.2)
1 3x?
- 5+ 5
(x2 + ),2 + 22)5 (x2 + ),2 + 22)5
1 N 3y?
(x2 + y? —1—22)% (x2 + y? —1—22)%
1 322
- 5+ 5
(x2+),2+22)§ (x2+),2+22)§
3 3x* +3y* + 322
(x2+),2+22)% (x2+)/2+22)§’
denn die jeweils ersten Summanden aus jeder Zeile konnte ich zu dem Sum-
manden —ﬁ zusammenfassen, und bei den jeweils zweiten Summanden
x24y242%)2
jeder Zeile mufite ich nur die Zahler addieren, da die Nenner jeweils gleich wa-
ren. Nun geht es nur noch darum, die beiden verbleibenden Briiche zu addieren.
Das ist aber ganz einfach. Erweitert man den ersten Bruch mit x> + y* + 2%, so
hat auch er den Nenner (x> + y* + z%)2, und Sie miissen sich nur noch um die
Zidhler kiimmern. Daraus folgt:

2 52 52
S+ 572(36, y D)+ 55y 2)
3 3x> 4+ 3y* + 327
_(x2+),2+22)§ (x2+yz+zz)§
3(x*+ y* +2%)  3x* 43y’ 432
_(xz+y2+zz)§ (x2+yz+zz)§
—3x* —3y? =322+ 3x* + 3y* + 322
(x2 + y? _|_zz)§
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Insgesamt gilt also:

2 2 2
f(x y,Z)+6—(x y,2)+8—(x y,2) =0.

13.6 Man definiere f : R> - R? durch

fx,y,2) = (x? sin(y + z), y cos x).

Bestimmen Sie die Funktionalmatrix D f (x, y, z). Wie lautet Df (0, 7, m)?

Losung In der Funktionalmatrix einer Funktion sammelt man alle auftreten-
den ersten partiellen Ableitungen. Ist also beispielsweise eine Funktion f mit n
Inputvariablen und m Outputkomponenten gegeben, dann kann man die Funk-
tion schreiben als f = (fi, f2, ..., fm). Jede der Abbildungen f1, ..., f,, hat dann
einen ganz gewohnlichen reellen Output und kann deshalb wie gewohnt nach
allen vorkommenden Inputvariablen partiell differenziert werden - und auf die-
sem Umstand beruht die ganze Funktionalmatrix. In die erste Zeile dieser Matrix
schreibt man nédmlich alle ersten partiellen Ableitungen der ersten Komponen-
tenfunktion f,, ordentlich der Reihe nach aufgelistet. In der zweiten Zeile lan-
den alle ersten partiellen Ableitungen der zweiten Komponentenfunktion, und
so geht das weiter, bis Sie in die letzte Zeile alle ersten partiellen Ableitungen
der letzten Komponentenfunktion schreiben.

Um die Funktionalmatrix auszufiillen, mufl ich also zuerst die ersten par-
tiellen Ableitungen der einzelnen Komponenten bestimmen. Fiir f(x, y,z) =
(x*sin(y + z), y cos x) ist natiirlich f;(x, y, z) = x*sin(y + z) und f,(x, y,2) =
ycosx. Jede dieser beiden Komponentenfunktionen hat nun drei erste partielle
Ableitungen: eine nach x, eine nach y und eine nach z. Um f; nach x abzuleiten,
betrachte ich y und z als Konstanten, und das bedeutet, dafl sin(y+ z) zu einem
konstanten Faktor wird, der beim Ableiten einfach stehenbleibt. Daher ist

fl(x ¥, 2z) =2xsin(y + z).

Anders sieht es aus beim partiellen Ableiten nach y. Hier ist nun x* ein kon-
stanter Faktor, und die Funktion sin(y + z) leite ich mit Hilfe der Kettenregel
nach y ab: die innere Funktion y 4+ z hat die innere Ableitung 1, und die duflere
Funktion ist der Sinus, dessen Ableitung der Cosinus ist. Daraus folgt:

fl(x y,z)_x cos(y + 2).

Und beim Ableiten nach z ergibt sich das Gleiche, denn x? ist wieder ein kon-
stanter Faktor, und ob Sie die innere Funktion y + z nun nach y oder nach z
differenzieren, das Ergebnis wird immer 1 sein. Deshalb gilt:

fl (x ¥, 2) = x*cos(y + 2).
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Damit sind alle ersten partiellen Ableitungen von f, bestimmt. Bei f, ist die
Sache auch nicht schwieriger. Um nach x abzuleiten, halte ich y und z konstant
und finde:

Z—"::(x, y,2) = —ysinx.

Um anschlieend nach y abzuleiten, halte ich x und z konstant und erhalte:

0

(Sf;(x, ¥, Z) = COSX.
Und das partielle Ableiten nach z wird hier besonders einfach, da die Funktion
f2 keine Variable z enthilt. Aus der Sicht von z ist f, also konstant, und das
heif3t:

6f2

E(x, y,2) =0.

Alles, was ich jetzt noch tun muf3, ist das Zusammenfassen der partiellen Ablei-
tungen in einer Matrix. Die partiellen Ableitungen von f; kommen in die erste
Zeile, die partiellen Ableitungen von f, in die zweite, wobei ich sie ordentlich in
der Reihenfolge x, y, z eintragen mufl. Damit ergibt sich die Funktionalmatrix:

2xsin(y + z) x*cos(y +z) x*cos(y + z)
—ysinx cos x 0 '

Df(x, y,z) = (

Das ist nun die allgemeine Funktionalmatrix fiir die Funktion f, und man kann
sie natiirlich noch mit Leben fiillen, indem man fiir die einzelnen Variablen
Zahlen einsetzt. Hier soll noch Df (0, 7, 7r) bestimmt werden. Da ich aber schon
die allgemeine Funktionalmatrix ausgerechnet habe, ist das nicht mehr schwer,
denn ich muf} nur noch in der Matrix x = 0, y = 7 und z = 7 setzen. Dann
wird:

Df(O0, 7, m) = <0 -sin(27) 0% - cos(27r) 0% - cos(27) > _ (8 (1) 8) '

—7r sin 0 cos0 0

13.7 Man definiere f : R* — R durch
f(x, y) =sinx + cos(x + y).

Bestimmen Sie Df (x, y) und linearisieren Sie f fiir den Punkt (xo, yo) = (0, m).

Losung Ob man es nun Linearisierung oder Berechnung der Tangentialebene
nennt: das Prinzip ist immer das gleiche. Bei der Linearisierung einer total diffe-
renzierbaren Funktion néhert man die Funktion selbst in der Néhe des vorgege-
benen Punktes durch eine einfachere Funktion an, deren Berechnung keinerlei
Probleme macht. Hat man beispielsweise wie hier zwei Inputvariablen, dann
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lautet die Formel fiir die Linearisierung:

f(x, y) ~ f(xo. yo) + Df (x0, yo) - ( o ) .
Yy=DXo
Ich brauche also einige Informationen, um die Ndherungsfunktion auszurech-
nen. Zuerst muf3 ich den konkreten Funktionswert f(xo, o) bestimmen. Dann
muf ich die Funktionalmatrix D f(x, y) ausrechnen und in diese Funktionalma-
trix den Punkt (xo, yo) einsetzen. Das reicht noch nicht,denn anschlieflend ist
— X
Y=Xo
zu multiplizieren und das Ganze auf den Funktionswert f(xq, yo) zu addie-
ren. Nach diesem Muster werde ich jetzt die Linearisierung der Funktion
f(x, y) =sinx + cos(x + y) fiir den Punkt (0, 77) durchfiihren.
Zundchst ist

noch diese mit konkreten Werten gefiillte Matrix mit dem Vektor

f(0,7) =sin0+ cosm = —1.

Die Funktionalmatrix von f besteht nur aus einer Zeile, da f nur eine Out-
putkomponente hat und in jede Zeile der Funktionalmatrix die ersten partiellen
Ableitungen einer Komponentenfunktion gehéren. Ich brauche also die ersten
partiellen Ableitungen von f nach x und nach y. Beim Ableiten nach x wird y
als konstant betrachtet, und deshalb gilt:

of

a(x, y) = cosx — sin(x + ).

Umgekehrt muf} ich x konstant halten, sobald ich partiell nach y differenziere,
und daher féllt beim Ableiten nach y der erste Summand weg. Daraus folgt:

Sof .
5(?@ y) = —sin(x + y).

Die Funktionalmatrix von f lautet also:
Df(x, y) = (cosx —sin(x + y) —sin(x+ y) ).

Sobald die Funktionalmatrix berechnet ist, kommt man recht schnell zur Linea-
risierung der Funktion. Hier ist (xo, yo) = (0, 7), also:

Df(0,m) = (cos0—sin7m —sin7 ) =(10).

Daraus folgt:

x—0 X
Df(O,ﬂ')-(y_W> =(1 0)~<y ):1-x+0-(y—77)=x.
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Damit ergibt sich die Linearisierung:

fen =~ fo.m+nfom- (X ) =-14x
y—
Die Ndherung lautet also:

f(xa)’)%—l‘FX,

falls (x, y) in der Néhe von (0, ) liegt.
13.8 Man definiere g : R? — R? durch

gx, y) = (x> + y, xy* + x).

Bestimmen Sie Dg(x, y) und linearisieren Sie g fiir den Punkt (xo, )’o) =(1,1).

Losung Diese Aufgabe ldfit sich genauso angehen wie Aufgabe 13.7, nur an
einer Stelle mufl man etwas aufpassen. Die Linearisierungsformel lautet hier:

g(x, y) ~ g(xo, yo) + Dg(x0, ¥o) - ( X ) .
Y=o
Funktionswerte und Ableitungen lassen sich hier besonders einfach ausrech-
nen, da beide Komponentenfunktionen von g(x, y) simple Polynome sind. Fiir
(x0, ¥0) = (1, 1) gilt also:

g(1,1) = (2,2).

Zur Aufstellung der Funktionalmatrix muf ich wieder die ersten partiellen Ablei-
tungen der Komponentenfunktionen berechnen, und im Gegensatz zu Aufgabe
13.7 ist der Output hier zweidimensional, denn ich habe die Komponenten
gi(x, y) = x* + y und g>(x, y) = xy* + x. Um die partiellen Ableitungen selbst
muf3 ich wohl nicht mehr viele Worte machen: man leitet nach x ab, indem man
y als Konstante betrachtet und nur x als Ableitungsvariable, und beim Ableiten
nach y ist es umgekehrt. Damit folgt:

681 _ 581 _
Sx (x, ) = 2x und 5y (x, ) =1
sowie
88> 2 88> _
S5x (x,y) =y +1 und —5}’ (x, y) = 2xy.

In der ersten Zeile der Funktionalmatrix stehen nun alle ersten partiellen Ablei-
tungen der ersten Komponentenfunktion g, wahrend in der zweiten Zeile alle
zweiten partiellen Ableitungen der zweiten Komponentenfunktion g, stehen. Das
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heif3t:

2x 1
Dg(x’y): <y2+1 2xy>

Zum Linearisieren brauche ich aber gar nicht mehr die allgemeine Matrix
Dg(x, y), sondern die spezielle Matrix

Dg(1,1) = (; ;)

denn ich mufl ja den vorgegebenen Punkt (xo, o) = (1,1) in die Funktio-

nalmatrix einsetzen. Und diese konkrete Matrix wird nun mit dem Vektor
x—x0\ [ x—
Y=o y—1

(x=1\ _ (21) [(x=1)_ [ 2c=D+y—1
Dg(1, 1) (y—l) = <2 2> <y—1) = <2(x—1)+2(y—1))
_( 2x+y-—3
T \2xt2y—4)°
Und hier tritt nun tatsichlich ein kleines formales Problem auf. Den Funkti-

onswert g(1, 1) hatte ich berechnet als g(1,1) = (2, 2) - ein Zeilenvektor. Das
Produkt aus Funktionalmatrix und Vektor habe ich eben gerade berechnet als

x—1\ [ 2x+y-3

- (521) = (320),
und das ist ein Spaltenvektor. Die Linearisierungsformel verlangt aber von mir,
daBl ich diese beiden Groflen jetzt addiere, was man nicht so einfach machen
kann, da das eine ein Zeilen- und das andere ein Spaltenvektor ist. Um ganz ge-
nau zu sein, hitte ich also bereits in der Linearisierungsformel eine Transponie-
rung vornehmen und damit den Spaltenvektor in einen Zeilenvektor verwandeln
miissen. Das wire aber fiir unsere Zwecke ein leicht iibertriebener Formalismus,
denn es ist ja klar, was jetzt zu tun ist: ich schreibe das Ergebnis der Multipli-
kation Matrix - Vektor als Zeile (2x + y — 3,2x + 2y — 4), und erhalte durch
Addition die Linearisierung:

multipliziert. Das ergibt:

gx, N~ 2,2)+Q2x+y—32x+2y—4) =Qx+2y—1,2x+2y —2).
Die Ndherung lautet also:
gx, y) ~ 2x+2y—1,2x+2y —2)

falls (x, y) in der Néhe von (1, 1) liegt.

13.9 Gegeben sei ein Zylinder mit dem Radius r = 2m und der Héhe h = 10m.
Berechnen Sie unter Verwendung totaler Differentiale die Oberflichendnderung
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und die Volumenédnderung, die der Zylinder erfdhrt, wenn man den Radius um
5 Zentimeter erhéht und die Héhe um 2 Zentimeter erniedrigt. Vergleichen Sie
die entsprechenden Ndherungswerte mit den exakten Werten der Verdnderung.

Losung Mit dem totalen Differential haben Sie eine Moglichkeit, ndherungswei-
se die Anderungsrate einer Funktion bei gegebener Anderung des Inputs aus-
zurechnen. Ist also beispielsweise f(x, y) eine Funktion mit zwei reellen Inputs
und einem reellen Output, so kann man an der Frage interessiert sein, wie sehr
sich die Funktionswerte dndern werden, wenn man ein wenig an den Inputs
dreht. Man geht also aus von einem festen Punkt (xo, yo) und verdndert so-
wohl den x-Wert x, als auch den y-Wert y, um einen nicht allzugroflen Betrag.
Wie grof8 ist dann die Anderung der Funktionswerte? Natiirlich kénnten Sie den
alten Funktionswert und den neuen Funktionswert berechnen und dann beide
Werte miteinander vergleichen, aber die Idee des totalen Differentials besteht
darin, sich die Berechnung der Funktionswerte vollig zu ersparen und trotzdem
die Anderung wenigstens niherungsweise zu berechnen. Natiirlich mufl man
dafiir einen Preis bezahlen, und dieser Preis ist die Bestimmung der partiellen
Ableitungen. Das totale Differential lautet namlich:

of of
df = —dx+ —d
f ox *5 y %
und diese Formel ist etwas interpretationsbediirftig. Die partiellen Ableitungen
werden an dem Ausgangspunkt (xo, yo) ausgerechnet, so daf es genau genom-
men

o 1)
df = afi[(xo» Yo)dx + ai(xo, yo)dy

heiflen miifite, aber die erste Schreibweise hat sich nun einmal eingebiirgert. Die
GroBen dx bzw. dy bezeichnen die Anderungen der Input-Werte: ich werde also
um dx von x, abweichen und um d y von y,, wobei Sie natiirlich auch das Vorzei-
chen der Abweichung in Betracht ziehen miissen. Sobald man dann die partiellen
Ableitungen im Ausgangspunkt und die einzelnen Input-Abweichungen kennt,
kann man néherungsweise die Abweichung der Funktionswerte berechnen, die
durch df angegeben wird. Daher bezeichnet df die Anderung der Outputs, wenn
man die Inputs um dx bzw. dy dndert - zumindest ndherungsweise.

In dieser Aufgabe geht es nun um einen Zylinder mit dem Radius 2 und der
Hohe 10, dessen Radius um 0.05 erhoht und dessen Hohe um 0.02 erniedrigt
werden soll. Es gilt also:

dr = 0.05 und dh = —0.02.

Fiir das totale Differential brauche ich natiirlich noch die partiellen Ableitungen
der Oberflichenfunktion und der Volumenfunktion, und das setzt voraus, dafl
ich erst einmal diese Funktionen selbst kenne. Zum Gliick muf$ ich mich darum
nicht mehr kiimmern: in der Losung zu Aufgabe 7.12 konnen Sie nachlesen, daf}
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man die Oberfliche eines Zylinders nach der Formel
F(r, h) = 2mr* + 2arrh
und das Volumen nach der Vorschrift
V(r, h) = wr*h

berechnet. Beide Funktionen sind einfach nach ihren beiden Variablen r und h
abzuleiten. Fiir die Oberflichenfunktion gilt:

S6F
—(r h) = 4wr + 27h und (r h) = 27rr,

da im ersten Summanden von F(r, h) kein h vorkommt. Mit den partiellen Ab-
leitungen muf ich gleich in das totale Differential gehen, aber erst dann, wenn
ich die Ausgangswerte fiir r und h in diese partiellen Ableitungen eingesetzt
habe. Mit r = 2 und h = 10 folgt:

OF
—(2 10) = 87 + 207 = 287 und (2 10) = 4.

Jetzt ist alles da, was das totale Differential verlangt. Nach der Definition von
dF gilt:

= 2877' dr +4m - dh

= 287 - 0.05 + 477 - (—0.02)

= 147 — 0.087

= 1.3277 ~ 4.147.
Da meine Ausgangseinheit Meter war, sagt mir dieses Ergebnis also, dafl sich
die Oberfliche des Zylinders um etwa 4.147m?* erhShen wird, wenn man den
Radius um 5 Zentimeter erhdht und die Hohe um zwei Zentimeter erniedrigt.
Da die liunktion nicht besonders schwer auszurechnen ist, kann ich hier auch die
exakte Anderung feststellen, wobei sich allerdings ergeben wird, daf ich mir die

Miihe hitte sparen konnen. Die Oberfldche fiir die Ausgangswerte r =2, h = 10
betrdgt nach der Oberflichenformel fiir den Zylinder:

F(2,10) =2 -4+ 27 -2 - 10 = 87 + 407 = 48,
wiahrend fiir die verdnderten Werte die Oberfliche
F(2.05,9.98) = 27 - 4.2025 4 27 - 2.05 - 9.98 = 8.4057 + 40.9187 = 49.3237
betrigt. Damit ergibt sich eine tatsichliche Anderung AF von

AF = 49.3237 — 487 = 1.3237 ~ 4.156.
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Einer niherungsweise berechneten Anderung von 1.327 steht also eine tatséch-
liche Anderung von 1.3237 gegeniiber, und das zeigt, daf} das totale Differential
gute Ergebnisse liefert.

Um die Anderung des Volumens zu berechnen, gehe ich genauso vor.
Zunichst ist:

v v )
a—r(r, h) = 2@rrh und 8—}1(1’, h) = 7rr.
Einsetzen von r = 2 und h = 10 ergibt:
v A%
—(2,10) =27 -2-10 =407 und —(2,10) = 7 - 4 = 47r.
or oh

Damit lautet das totale Differential fiir die Volumenfunktion:

ov %
dv = gdr+ %dh

= 407 - dr + 47 - dh

= 407 - 0.05 + 4 - (—0.02)
= 27 — 0.087

= 1.927 =~ 6.032.

Die angegebene Anderung von Radius und Hohe fiihrt also dazu, daf sich das
Volumen um etwa 6.032m> erhéhen wird. Auch hier kann ich ohne weiteres die
exakten Werte berechnen. Fiir die Ausgangswerte r = 2 und h = 10 habe ich
das Volumen:

V(2,10) = 7 - 4- 10 = 4077,

wiahrend fiir die verdnderten Werte das Volumen
V(2.05,9.98) = 7 - 4.2025 - 9, 98 = 41.940957
betrigt. Damit ergibt sich eine tatsichliche Anderung AV von

AV = 41.940957 — 407 = 1.940957 ~ 6.098.
13.10 Man definiere f : R® — R? durch
fx,y,2) = (x+ yz,xz+ y)
und g : R? — R? durch
gx, y) = (e, ¢).

Berechnen Sie mit der Kettenregel D(g o f)(x, y, 2).
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Losung Wihrend die Kettenregel fiir die {iblichen eindimensionalen Funktio-
nen selten groflere Probleme verursacht, sieht es mit der mehrdimensionalen
Kettenregel ein wenig anders aus: die meisten Leute haben leichte Schwierigkei-
ten bei ihrer Anwendung. Sie ist aber genauso aufgebaut wie die vertraute Ket-
tenregel aus der gewohnten Analysis. Bei dieser Aufgabe habe ich beispielsweise
zwei Funktionen, nimlich f : R®> — R? und g : R?> — R’ Da f zweidimen-
sionale Outputs liefert und g zweidimensionale Inputs erwartet, kann ich die
Ergebnisse von f in die Funktion g einsetzen. Wenn man aber die Ergebnisse
der einen Funktion als Input in die andere Funktion einsetzt, dann hat man eine
Verkettung der beiden Funktionen und kiirzt das Ganze mit go f ab. Es gilt also:

(go x, y,2) = g(f(x, y, 2).

Nun geht es um die Frage, wie man die Funktionalmatrix dieser neuen Funktion
go f berechnen kann. Dazu brauche ich die Kettenregel, die hier im wesentlichen
genauso aussieht wie im eindimensionalen Fall. Die Funktion f hat natiirlich eine
Funktionalmatrix Df(x, y, z). Und auch die Funktion g hat eine Funktinalma-
trix Dg(x, y). Allerdings sollen ja die Outputs von f gleich den Inputs von g
sein, und daher diirfte die Matrix Dg(f(x, y, z)) von groflerem Interesse sein.
Das sieht auf den ersten Blick etwas verwirrend aus, ist es aber nicht: auch in der
iiblichen Kettenregel setzen Sie in die duflere Ableitung nicht direkt x ein, son-
dern immer die innere Funktion, und hier ist das genauso. Die duflere Ableitung
ist jetzt eben die Funktionalmatrix von g, in die Sie die Outputs von f einsetzen
miissen. Der einzige wesentliche Unterschied zu der eindimensionalen Kettenre-
gel ist der unangenehme Umstand, daf3 Sie im mehrdimensionalen Fall genau auf
die Reihenfolge der Multiplikation achten miissen. Es geht hier schliellich um
Matrizen, und bei der Matrizenmultiplikation kann man nicht einfach wie bei
Zahlen die Multiplikationsreihenfolge dndern, ohne das Ergebnis zu verfilschen.
Und da die Matrizen zueinander passen miissen, lautet die Regel:

D(go f)(x,y,2) =Dg(f(x, y,2) - Df(x, y, 2),

oder in Worten: die Funktionalmatrix der verketteten Funktion erhdlt man als
Matrizenprodukt der Funktionalmatrix der &ufleren Funktion und der Funk-
tionalmatrix der inneren Funktion. Noch kiirzer gesagt: duflere Ableitung mal
innere Ableitung.

Jetzt will ich mich an die Funktionalmatrix der verketteten Funktion g o
f machen. Dazu muf ich zunédchst Df(x, y, z) und Dg(x, y) ausrechnen. Die
Funktion f besteht aus den beiden Koponentenfunktionen f(x, y, z) = x+ yz
und f,(x, y, z) = xz+ y. Damit ist der Aufbau von Df (x, y, z) schon klar: in der
ersten Zeile stehen die ersten partiellen Ableitungen von f, und in der zweiten
Zeile versammeln sich die ersten partiellen Ableitungen von f,. Jede Zeile muf}
also drei Eintrége haben, da es eine partielle Ableitung nach x, eine nach y und
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eine nach z gibt. Die Funktionalmatrix von f lautet also:

Df(x,y,z):(1 Zy).

z1x

Nun muf ich mir noch die Funktionalmatrix Dg(x, y) verschaffen. Die Funktion
g hat die Komponentenfunktionen g;(x, y) = €* und g,(x, y) = ¢’. In die erste
Zeile von Dg(x, y) mufl ich die ersten partiellen Ableitungen von g, schreiben
und in die zweite die ersten partiellen Ableitungen von g,. Die sind aber beson-
ders einfach, denn wenn Sie g; nach x differenzieren, kommt wieder e* heraus,
und weil in e* {iberhaupt kein y vorkommt, wird die partielle Ableitung von g;
nach y zu Null. Ahnlich, wenn auch mit vertauschten Rollen der Variablen, sieht
es bei g, aus, und deshalb gilt:

Dg(x,y):(eo eo)’>

So schrecklich viel niitzt das aber noch nicht, denn die Kettenregel verlangt
von mir ja nicht nur Dg(x, y), sondern die Matrix Dg(f(x, y, z)). Nun ist aber
f(x,y,2) = (x+ yz, xz+ y), und das heif3t, der Output von f hat zwei Kompo-
nenten. Da gliicklicherweise auch g zwei Komponenten als Input verlangt, kann
ich tatsdchlich f(x, y, z) in die Funktionalmatrix einsetzen. Es gilt also:

Dg(f(x, y,2)) = Dg(x + yz, xz + ¥).

Jetzt sehen Sie sich noch einmal die Funktionalmatrix Dg(x, y) an. In der er-
sten Spalte der ersten Zeile steht e*, und das heifit doch nichts anderes als
e€TSter Input von ¢ nper erste Input von g heifit bei Dg(f(x, y, z)) aber nicht
mehr einfach nur x, sondern x+ yz, und deshalb mufl in dieser Matrix am Anfang
der ersten Zeile auch der Ausdruck e**»? stehen. An den beiden anschliefenden
Nullen kann auch ein verdnderter Input nichts dndern, aber den zweite Eintrag
der zweiten Spalte miissen Sie wieder umschreiben: aus e’ wird jetzt e***”, denn
die zweite Inputkomponente fiir Dg heifit jetzt xz + y. Damit ergibt sich:

x+yz
Dg(f(x, y,2) = (e 0 ex?+y> :

Wenn man so weit ist, dann besteht der Rest aus Routine. Nach der Kettenregel
muf ich die duflere Ableitung mit der inneren Ableitung multiplizieren, und das
heifit, es geht um das Matrizenprodukt

xX+yz
Dg(f(x, y,2)) - Df(x, y, 2) = (e 0 ex?+y> ' (1 | y)-

z1x

Das ist eine ganz gew6hnliche Matrizenmultiplikation, die Sie beispielsweise mit
Hilfe des in Kapitel 12 besprochenen Falkschen Schemas erledigen kénnen. Es
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lautet hier:

1 z y

z 1 x
ex+yz 0 ex+yz Zex+yz yeeryz
0 eXFty | goXety  pXzty  ypXzty

Damit sind die beiden Matrizen auch schon multipliziert, und das Ergebnis lau-
tet:

D(go f)(x,y,2) = Dg(f(x,y,yz) -Df(x, y,2)

(&P 0 (lzy
- 0 ¥ty z1 x

X+ yz X+yz X+yz
_ e ze ye

ZzeX2ty  gxzty  ypxzty

13.11 Essei f(x,y,2) = (x+ y+ 2z, xy — 2z) und g(x, y) = 2xy,x + y, x%).
Berechnen Sie mit Hilfe der Kettenregel D(f o g)(x, y).

Losung Auch bei dieser Aufgabe soll die Kettenregel angewendet werden, al-
lerdings sind hier die Rollen von f und g vertauscht: wegen

(fog(x,y) = f(gx,y)

ist diesmal g die innere Funktion und f die duflere. An der prinzipiellen Formel
»auflere Ableitung mal innere Ableitung“ dndert das aber nichts. Ich berechne
also zuerst die Funktionalmatrizen von f und g, setze dann in die Funktio-
nalmatrix von f die innere Funktion g ein und fithre zum Schlufy die Matri-
zenmultiplikation durch. Die Funktion g besteht aus den drei Komponenten
g1(x, y) = 2xy, g2(x, y) = x + y und gs(x, y) = x*. In der ersten Zeile von Dg
stehen also die ersten partiellen Ableitungen von g, in die zweite Zeile schreibe
ich die ersten partiellen Ableitungen von g,, und die dritte Zeile schafft Platz
fiir die ersten partiellen Ableitungen von gs;. Damit gilt:

2y 2x
Dgx, )= 1 1
2x 0

Auch die Funktionalmatrix von f ist leicht zu bestimmen. Die Komponenten-
funktionen von f lauten fi(x, y,2) = x+ y+ z und f,(x, y,z) = xy — z. Ich
schreibe also in die erste Zeile der Funktionalmatrix von f die ersten partiellen
Ableitungen von f; und in die zweite Zeile die ersten partiellen Ableitungen von
f2. Daraus folgt:

Df(x,y,z):(1 L1 )

y x —1
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Nun ist aber f die duf8ere Funktion, und deshalb setze ich in die Funktionalma-
trix von f nicht mehr nur (x, y, z) ein, sondern die Outputs von g. Ich brauche
also:

Df(g(x, y)) = Df(2xy, x + y, x°).

Wo vorher in Df ein schlichtes x stand, muf jetzt also ein 2xy auftauchen, wo
vorher nur y gebraucht wurde, muf ich jetzt x + y verwenden, und wo vorher
ein z reichte, ist jetzt ein x? nétig: die Outputs von g werden als Inputs der
Funktionalmatrix von f verwendet. Das ergibt:

1 1 1
Df(gCx y)) = (x+y 2xy —1>'

Ich komme dabei gar nicht in die Verlegenheit, anstelle von z den Ausdruck
x% einzusetzen, da in der urspriinglichen Funktionalmatrix Df(x, y, z) kein z
auftauchte. Jedenfalls kenne ich jetzt die Matrizen Df(g(x, y)) und Dg(x, y),

und ich kann sie mit dem Falkschen Schema multiplizieren. Das Schema liefert:

2y 2x
1 1
2x 0
1 I 1 (2y+1+2x 2x+1
x+y 2xy —1|2y(x+ y)+2xy —2x 2x(x+ y) + 2xy

Die Matrizenmultiplikation ist damit wieder erledigt, und ich erhalte das Ergeb-
nis:

D(fog)(x,y) = Df(g(x, y)) - Dg(x, y)
( 1 1 1 > 2y 2x
= 1
x+y 2xy —1 2% 0

. 2y+1+42x 2x+1
T\ 2y(x+ y) +2xy — 2x 2x(x+ y) + 2xy

. 2y+1+42x 2x+1
T\ 2yt +dxy —2x 2x* +4xy )
13.12  Bestimmen Sie die lokalen Extrema der folgenden Funktionen.
(i) fi(x,y)=x>—xy+y*+9x—6y+17;
(i) falx,y) =3x*—2x- /¥y —8x+ y—34
(iiD) f3(x, y) = (& +y) e,
Losung Die Berechnung lokaler Extrema gehort zu den wichtigsten Anwendun-
gen der Differentialrechnung - das ist im mehrdimensionalen Fall nicht anders

als im eindimensionalen. Und genau wie im einsimensionalen Fall konnen Sie
sich auch bei Funktionen mit mehreren Input-Variablen nach einem bestimmten
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Schema richten, das Punkt fiir Punkt anbgearbeitet werden sollte. Ist also bei-
spielsweise f(x, y) eine Funktion mit zwei Inputvariablen und einem eindimen-
sionalen Output, so mufl man zundchst die Nullstellen der ,ersten Ableitung"
bestimmen, und die Rolle der ersten Ableitung spielt hier der sogenannte Gra-
dient, in dem man die ersten partiellen Ableitungen von f versammelt. Es gilt

also: gradf (x, y) = ( (x, y), 5y (x y)), und im Falle von n Inputvariablen muf3

man einfach nur die weiteren partiellen Ableitungen noch dazu schreiben. Die
Gleichung gradf(x, y) = (0, 0) konnen Sie mit etwas Gliick nach (x, y) auflésen
und erhalten damit die Extremwertkandidaten, aber noch nicht unbedingt die
Extremwerte selbst. Um nun herauszufinden, ob ein Extremwertkandidat auch
tatsdchlich ein Extremwert ist und wenn ja, ob es sich um ein Minimum oder
ein Maximum handelt, verwendet man auch im mehrdimensionalen Fall die
zweite Ableitung, nur dafl sie hier etwas komplizierter ist als bei den vertrauten
eindimensionalen zweiten Ableitungen. Sie brauchen ndmlich die oft als unan-
genehm empfundene Hesse-Matrix Hy, in der alle zweiten partiellen Ableitun-
gen der Funktion f versammelt werden. Hangt - um den allgemeinsten Fall zu
erwihnen - die Funktion f von den n Input-Variablen xi, ..., x, ab, so erhalten
Sie den Eintrag in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte von Hp(x1, ..o Xn)s indem
Sie die zweite partielle Ableitung

& f
Sx,ﬁxj

berechnen, also erst nach x; und dann nach x; ableiten. Da man aber dieses Ver-
fahren in aller Regel nur fiir zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen
anwendet, ist nach dem Satz von Schwarz die Reihenfolge des Differenzierens
egal. In einem beliebigen n-dimensionalen Punkt x, aus dem Definitionsbereich
von f lautet die Hesse Matrix also:

7( 0) 5x 5x2( 0) 5x15x;( O) 5x15x ( O)
Hf(xo) _ 5x26x1 ( 0) 6x2 (Xo) 5x26x3 ( 0) éxzéx ( O)
Bx 5X1 (Xo) Bx 6x2 (X()) Bx §x (X()) %(xo)

Da ich mich hier auf den Fall n = 2 beschrédnke, habe ich in einem beliebigen
Punkt (x, y) die Hesse-Matrix:

52 (%, ) 5i5y(x y)>'

Hy(x, y) =
/ (WA » )

Nun mufl man im Falle einer gewohnlichen eindimensionalen Funktion bekannt-
lich testen, ob die zweite Ableitung in einem Extremwertkandidaten positiv oder
negativ ist, und etwas ganz Ahnliches macht man mit der Hesse-Matrix. Dazu
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gibt es den Begriff der positiven Definitheit von Matrizen: wenn die Hesse-Matrix
in einem potentiellen Extremwert positiv definit ist, dann handelt es sich um ein
lokales Minimum, ist sie negativ definit, dann haben Sie ein lokales Maximum.
Bei einer Funktion mit nur zwei Inputs gibt es sogar noch ein ausschliefendes
Kriterium, denn wenn die Hesse-Matrix eines Extremwertkandidaten eine nega-
tive Determinante hat, dann kann in diesem Punkt kein Extremwert vorliegen.
Wie man die Definitheit im einzelnen {iberpriift, werden Sie im Verlauf der fol-
genden Beispiele sehen.
(i) Nun geht es um die Funktion f;(x,y) = x> — xy + y* + 9x — 6y + 17.
Zuerst muf ich ihren Gradienten ausrechnen, der aus den ersten partiellen
Ableitungen besteht. Es gilt:

fl(x y)=2x—y+9und i(x y)=—x+2y—6.

Damit ist
_ f ! f ! _
gradfi(x, y) = miCp22 (x N)=Qx—y+9,—x+2y—6).

Die gesuchten Extremwertkandidaten sind aber die Nullstellen des Gradien-
ten, und ich mufl deshalb die Gleichung

gradf,(x, y) = (0,0)
l6sen. Konkret heiflt das:
Q2x—y+9, —x+2y—6) =(0,0), also 2x—y+9=0und —x+2y—6=0.

Das ist nun nichts anderes als ein lineares Gleichungssystem mit den zwei
Unbekannten x und y. Ich schreibe es zundchst in der iiblichen Form auf,
bei der alle Unbekannten links und alle reinen Zahlen rechts stehen. Dann
lautet es:

2x — y = -9
—-x + 2y = 6.

Den Ubergang zur Matrizenfassung des klassischen Gauf-Algorithmus kann
man sich bei einem so kleinen Gleichungssystem sparen, denn Sie miissen
hier nur das Doppelte der zweiten Zeile auf die erste addieren, um sofort
3y = 3, also y = 1 zu erhalten. Einsetzen in die erste Gleichung ergibt dann:
2x = —8, also x = —4. Es gibt somit nur einen einzigen Extremwertkandi-
daten, ndmlich (xg, yo) = (—4, 1). Bisher weif ich aber noch nicht, ob dieser
Punkt tatsdchlich ein lokales Extremum ist oder nur ein Kandidat, und um
das herauszufinden, berechne ich die Hesse-Matrix von f;. Sie besteht aus
sdamtlichen zweiten partiellen Ableitungen, die in der oben angegebenen Rei-
henfolge in die Matrix hineingeschrieben werden, so dafl ich zuerst einmal
die zweiten partiellen Ableitungen ausrechnen mufi. Das ist hier besonders
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einfach, weil die ersten partiellen Abeitungen recht iibersichtliche Funk-
tionen sind. Fiir die doppelte partielle Ableitung nach x differenziere ich
beispielsweise 2x — y + 9 noch einmal nach x und erhalte:

8 f
Sx?

(x,y)=2.

Die doppelte partielle Ableitung nach y finde ich, indem ich —x +2y — 6
noch einmal nach y ableite, und das heifit:

82f1
8y?

(x, y) =2.

Und fiir die gemischte Ableitung leite ich —x + 2y — 6 nach x ab, also:

8 f1 _&f
oxby — Sydx’

(x,y) =—1

wobei die letzte Gleichung wieder einmal aus dem Satz von Schwarz folgt.
Damit lautet die Hesse-Matrix:

Hy (x, y) = < ) gig}(x’y)> _ ( 2 _1>
| Phxy ey 12

Das ist nun ziemlich einfach, weil die Hesse-Matrix offenbar konstant ist,
also fiir jedes beliebige (x, y) die gleiche Matrix liefert. Wenn ich jetzt also
den Extremwertkandidaten (xo, y9) = (—4, 1) in diese Matrix einsetze, dann

ergibt sich wieder:
2 -1
Hf (—4,1) = (_1 5 )

Der letzte Schritt besteht darin, die Definitheit der Hesse-Matrix festzustel-
len. Das ist bei 2 x 2-Matrizen nicht weiter schwierig. Damit eine 2 x 2-
Matrix positiv definit ist, mufl sie den folgenden Test bestehen. Man startet
mit dem Element in der ersten Zeile und der ersten Spalte und sieht nach,
ob es positiv ist. Falls nein, kann die Matrix nicht positiv definit sein. Falls
ja, rechnet man die Determinante der Matrix aus und sieht nach, ob sie
positiv ist: falls ja, ist die gesamte Matrix positiv definit, falls nein, ist sie
es nicht. Und die negative Definitheit testen Sie auf die gleiche Weise, denn
eine Matrix A ist dann negativ definit, wenn die Matrix —A positiv definit
ist.

Im Falle der Matrix Hy (—4, 1) ist der Test schnell erledigt. Das Element
in der ersten Zeile und ersten Spalte der Matrix ist die 2, und natiirlich ist
2 > 0. Fiir die Determinante gilt:

detHf (—4,1)=2-2—(=1)-(=1)=3>0.
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(ii)
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Damit hat die Matrix beide Testschritte bestanden und ist positiv definit.
Nach dem oben beschriebenen Kriterium liegt deshalb bei (xo, yo) = (—4, 1)
ein lokales Minimum vor.

Genauso wie in (i) gehe ich auch bei der Funktion f,(x, y) = 3x* — 2x -
JJ — 8x+ y — 34 vor. Zuerst bestimme ich die partiellen Ableitungen von
f2. Sie lauten:

fz(xy)—6x—2f—8undi(x y) = —i—}-l,

V7
wobei Sie beim Ausrechnen der partiellen Ableitung nach y bedenken

miissen, daf} x als konstanter Faktor gezdhlt wird und die Ableitung von
V7 gerade —5— 1st Damit ergibt sich der Gradient:

gradfz(x,y)=< fz( »), fz(x y)>=(6x—2ﬁ—8,—j7+1>.

Da die Extremwertkandidaten die Nullstellen des Gradienten sind, muf§ ich
jetzt die Gleichung

x
gradf,(x, y) = (0, 0), also (6x -2/y—-8,—+ 1) = (0,0)
y v 7
16sen. Daraus folgen die beiden Gleichungen:
x
6x—2,/y—8=0und — —+1=0.
Vv 77

Das ist nun leider kein lineares Gleichungssystem mehr, da in beiden Glei-
chungen die Wurzel aus y vorkommt. Ich kann aber die zweite Gleichung
leicht nach y auflésen und finde:

x
— =1, also x = .
75 vy

Da nun aber x = ,/y gelten muf, darf ich in der ersten Gleichung ,/y
durch x ersetzen, und erhalte die deutlich einfachere Gleichung:

6x —2x — 8 =0, also 4x — 8 = 0 und damit x = 2.

Und da immer noch x = ,/y gilt und ich jetzt weif, dafl x = 2 ist, mufy
y = 4 gelten. Somit habe ich auch fiir f, wieder nur einen Extremwertkan-
didaten, ndamlich (xp, yo) = (2, 4).

Der unangenehmere Teil ist in der Regel die Berechnung und Verwertung der
Hesse-Matrix, und dabei ist die Funktion f, keine Ausnahme. Die zweifache
partielle Ableitung nach x erhalten Sie, indem Sie 6x —2,/y —8 noch einmal
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nach x ableiten, und das heifdt:

8% f,
Sx?

(x, y) =6.

Die doppelte partielle Ableitung nach y finden Sie, indem Sie —ﬁ +1 noch
einmal nach y ableiten, und wegen

5f> x 1
Ll y)y= - fl=—x-y 141
oy Ty g
folgt dann:
Wk PR

1 _ x
o SN =TxA\ T3y =gy

Und fiir die gemischte Ableitung leite ich —% + 1 nach x ab, also:

8 f, « y):—i _ 81,

5x8y Jy  Sydx’

wobei die letzte Gleichung wieder einmal aus dem Satz von Schwarz folgt.
Damit lautet die Hesse-Matrix:

8f> 8f, _ 1
Hp(x, ) = < o ) ‘3’2“”()6’ )’)> = ( 6 v, ) .
2 5 fs 5fs L x5
5),5,((357 ) Tyz(x, ¥) Jr 2 J

Oft wird an dieser Stelle der Fehler gemacht, dafl man bereits jetzt die
Definitheit der Hesse-Matrix feststellen will. Das ist aber weder nétig noch
sinnvoll, und oft genug ist es gar nicht machbar. Sie miissen erst in die
Hesse-Matrix die vorher ausgerechneten Extremwertkandidaten einsetzen,
so dafl nur noch konkrete Zahlen in der Matrix stehen, und dann nachsehen,
ob die Matrix positiv oder negativ definit ist. In diesem Fall war der einzige
Kandidat (xg, yo) = (2, 4), und das heifit fiir die Hesse-Matrix:

6 -1 6 —1
Hf2(2’4):<_1 2,41/—13>:<_1 12)'
Vi 2 2 8

Der Eintrag in der ersten Zeile und der ersten Spalte der Matrix ist 6, und
es gilt 6 > 0. Weiterhin gilt fiir die Determinante:

1 1 1 301 1
detH;,(2,4)=6--— (-] (-2 )=>->=->0.
8 2 2) "4 4 2

Die Hesse-Matrix Hy, (2, 4) ist deshalb positiv definit, und daher liegt im
Punkt (x9, ¥0) = (2, 4) ein lokales Minimum vor.
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(iii) Auch die Funktion f3(x, y) = (x* + y*) - e wird auf die gleiche Weise
behandelt. Zunéchst berechne ich den Gradienten, der sich aus den ersten
partiellen Ableitungen zusammensetzt. Bei der partiellen Ableitung nach x
sollten Sie beachten, daf} der Faktor e die Variable x nicht enthilt, so daf§
ich hier gegen den ersten Anschein die Produktregel nicht brauche: relativ
zu x ist e ein konstanter Faktor. Deshalb ist

f3(x y)=2x-¢e7.

Anders sieht es bei der partiellen Ableitung nach y aus, denn jetzt kommt
die Ableitungsvariable in beiden Faktoren vor und ich komme an der Pro-
duktregel nicht vorbei. Es gilt also:

fs(x N=2y-e?+ & +y) (—e)=Qy-x"—y)-e”.

Der Gradient lautet also:

d _ f3 f3 _ -y w22 -y
gradfs(x, y) = ( ), (xy) _(Zx-e Ry —x"—y7)-e )
Nun geht es wieder um die Nullstellen des Gradienten, also um die Glei-
chung gradf;(x, y) = (0, 0). Ich setze also an:

(2x e, 2y —x*—yh)- e’}’) = (0, 0),
und das fiihrt zu den beiden Gleichungen
2x-e?=0und 2y — x> — y*)-e? =0.

Offenbar ist die erste Gleichung etwas einfacher als die zweite. Sie wird
noch einfacher, wenn Sie daran denken, daf ein Produkt genau dann Null
wird, wenn einer seiner Faktoren Null ist, und daf3 eine Exponentialfunktion
niemals Null werden kann. Daraus folgt:

2x-e 7 =04 x=0.

Es muf} also in jedem Fall x = 0 gelten, und mit diesem Ergebnis kann ich
jetzt in die zweite Gleichung gehen. Einsetzen von x = 0 ergibt die neue
Gleichung:

QQy—y")-e? =0, also2y— y* =0,

da auch hier die Exponentialfunktion niemals Null werden kann. Damit ist
y(2 — y) =0, und das ergibt die beiden Lésungen y; = 0 und y, = 2. Zu
meinem Wert x = 0 habe ich also zwei passende y-Werte gefunden, weshalb
es auch zwei Extremwertkandidaten gibt: (x;, y;) = (0,0) und (x;, y;) =
(0, 2).
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Jetzt ist wieder die Hesse-Matrix an der Reihe, fiir die ich erst einmal die
zweiten partiellen Ableitungen ausrechnen mufl. Am einfachsten ist dabei
die zweifache Ableitung nach x, denn hier ist genau wie oben e™” ein kon-

stanter Faktor, und aus ‘Z—f;(x, y) = 2x - e~ folgt sofort:

8 fs
Sx?

x,y)=2-¢7.

Auch die gemischte Ableitung ist nicht viel komplizierter, unabhéngig da-
von, welche Ableitungsreihenfolge man wihlt. Ich leite also %(x, y) =
(2y — x* — y*) - e nach x ab und erhalte:

5f;
o0xoy

8f;
oydx

x,p=-2x-e7 = (x, )

nach dem schon oft verwendeten Satz von Schwarz. Damit bleibt nur noch
die zweifache partielle Ableitung nach y {ibrig. Um sie auszurechnen, muf
ich wieder die Produktregel anwenden, da e™” jetzt kein konstanter Faktor
mehr ist. Es gilt also:

5 fs
oy?

() = Q=27 +Qy—x"—y) (—e?)

= Q2-2y—2y+x*+y)-e”’
= Q—-4y+x+y)-e’.

Damit liegen alle Informationen vor, die ich zur Aufstellung der Hesse-
Matrix brauche. Sie lautet:

(5;,{? (x, ) gi{;}(x, y))
8 f3 85 f5
5y’;x(x, ¥) ryfz(x, ¥)

Hi(x,y) =

_ 2.7 —2x-e”
T\ —2x-e? Q-4dy+xP+yH-e? )
Denken Sie immer daran, daf es jetzt noch zu frith ist, um die positive

oder negative Definitheit der Hesse-Matrix zu testen; erst muf ich noch die
Extremwertkandidaten einsetzen. Fiir (x;, y;) = (0, 0) gilt:

2-¢° 0 20
Hf3(0’0)2< 0 2-e0):(02)'

Der Eintrag in der ersten Zeile und ersten Spalte lautet 2 > 0, und die
Determinante berechnet sich durch:

detH,(0,0)=2-2—0=4>0.
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Also ist die Matrix H, (0, 0) positiv definit, und bei (x,, y;) = (0, 0) liegt
ein lokales Minimum vor. Fiir (x;, y,) = (0, 2) gilt:

2.e72 0
Hy(0,2) = ( N _2.62).

Zwar steht auch hier mit 2- e~? wieder eine positive Zahl in der ersten Zeile

und der ersten Spalte, aber die Determinante lautet:
detH7,(0,2) =2-¢7- (-2 —0=—4-¢* <0.

Die Matrix ist also nicht positiv definit. Wie ich in der Vorbemerkung zu
dieser Aufgabe aber schon gesagt habe, gibt es bei Funktionen mit zwei
Input-Variablen ein einfaches Ausschlulkriterium: wenn die Determinante
der Hesse-Matrix negativ ist, dann liegt kein lokales Extremum vor. Daher
ist (x2, ¥2) = (0, 2) weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum.

13.13  Gegeben sei ein Stiick Draht, aus dem ein Quader hergestellt werden
soll, dessen Kanten sich aus dem gegebenen Draht zusammensetzen. Wie lang
mufl der Draht mindestens sein, damit der Quader ein Volumen von einem
Kubikmeter aufweist?

Losung Bei dieser Aufgabe handelt es sich um eine Extremwertaufgabe unter
Nebenbedingungen. Zwar ist auch hier eine Funktion gegeben, die minimiert
werden soll, ndmlich die Lidnge des Drahtes, aber zusitzlich gibt es noch eine
Nebenbedingung, auf die ich achten muf}: in diesem Fall ist das Volumen des
betrachteten Quaders vorgegeben. Die Vorgehensweise ist bei solchen Extrem-
wertaufgaben mit Nebenbedingungen immer die gleiche. Sobald man die Ziel-
funktion, die zu optimieren ist, und die Gleichung der Nebenbedingung, die
erfiillt werden muf, identifiziert hat, kann man beispielsweise nach dem folgen-
den Schema vorgehen.

(i) Man 16se die Gleichung der Nebenbedingung nach der Variablen auf, bei der
das Auflsen am einfachsten geht.

(ii) Man setze das Ergebnis in die zu optimierende Zielfunktion ein, so daf diese
Funktion von einer Variablen weniger abhéngt.

(iii) Man berechne den Gradienten und die Hesse-Matrix der neuen Zielfunktion.

(iv) Man bestimme die Nullstellen des Gradienten.

(v) Man setze die ermittelten Nullstellen des Gradienten in die Hesse-Matrix
ein und iberpriife, ob die Matrix positiv oder negativ definit ist. Falls sie
positiv definit ist, liegt ein Minimum vor, falls sie negativ definit ist, ein
Maximum.

(vi) Man berechne den Wert der einen Unbekannten, nach der in Schritt (i)
aufgeldst wurde.

Ich werde jetzt also damit anfangen, die Zielfunktion und die Nebenbedin-
gung in Formeln zu fassen, und danach das Schema der Reihe nach durchgehen.
Bezeichnet man Linge, Breite und H6he des Quaders mit x, y und z, dann
hat er das Volumen V = xyz und die Gesamtkantenldnge 4x + 4y + 4z, da er
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aus insgesamt 12 Kanten besteht und Linge, Breite und Hohe jeweils viermal
vorkommen. Das Volumen ist mit V = 1 vorgegeben, also habe ich die Neben-
bedingung:

xyz =1,

wobei zusitzlich x, y, z > 0 gelten muf3, da ein Quader keine Seitenlinge Null
haben kann. Die Linge des Drahtes entspricht der Gesamtkantenldnge des Qua-
ders, und daher habe ich die Zielfunktion

L=4x+4y+ 4z,

die ich moglichst klein bekommen soll, wobei ich gleichzeitig die Nebenbedin-
gung beriicksichtigen mufl. Nach Schritt (i) mufl ich jetzt die Gleichung der
Nebenbedingung nach der Variablen auflésen, bei der das am einfachsten geht.
In diesem Fall macht das keinen Unterschied, also nehme ich die Variable z und
erhalte:

1

z=—.
xy

Diese neue Gleichung kann ich jetzt in meine Zielfunktion einsetzen und finde:
L(x,y)=4x+4y + —4
x, y) = 4x .
Y Y Xy

Damit ist Schritt (ii) schon erledigt, und die Zielfunktion héngt jetzt nur noch
von den beiden Variablen x und y ab, da ich z mit Hilfe von x und y ausdriicken
konnte. Der Rest ist Routine. Ich habe eine Funktion L(x, y), die minimiert
werden soll, und das macht man, indem man die Nullstellen des Gradienten
bestimmt. Fiir die partiellen Ableitungen gilt:

6L 4 oL 4
8—x(x,y):4—a und g(x,y):4——2.

Damit lautet der Gradient:

4 4
gradL(x, y) = (4 — E, 4 ) .

oy

Die Nullstellen des Gradienten sind dann die gemeinsamen Nullstellen der beiden
Gleichungen

4 4
xy Xy

Nun folgt aus 4 — % = 0 sofort 1 = % und damit x*y = 1. Also ist y = L.

Auch die zweite Gleichung kann ich etwas vereinfachen, denn es gilt 4 — X47 =0,
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also 1 = -1, und damit x = % Setzt man dann die Information y = % in die

letzte Gleichung ein, so ergibt sich:

—
—

=
)

1)

Die Gleichung x = x* hat die beiden reellen Lésungen x = 0 und x = 1,
aber die erste Losung kommt nicht in Betracht, da ich bei der Nebenbedingung
x > 0 voraussetzen mufite. Folglich habe ich nur die Losung x = 1, und aus
y = & folgt dann sofort y = 1. Der einzige Extremwertkandidat lautet also
(x0, o) = (1, 1). Damit ist auch schon Schritt (iv) des Schemas erledigt, und
ich sollte eine Unterlassung wiedergutmachen, denn in Schritt (iii) steht, dafl
ich die Hesse-Matrix berechnen mufi, was ich bisher zugunsten der Nullstellen
des Gradienten zuriickgestellt hatte. Wie iiblich brauche ich dafiir die zweiten
partiellen Ableitungen. Sie lauten:

®

82 8
( y) = — und (x y) =
X3y )’
sowie
4 oL
5x5y( Y = )/2 = %(x, »)

nach dem Satz von Schwarz. Daraus ergibt sich die folgende Hesse-Matrix:

5L
Hix, ) = | 3 ) 5st)’ )
5y§x(x Y) 5 (%)

4
ng,z
zyz 7),3

Wie immer interessiert aber nicht die allgemeine Hesse-Matrix, sondern nur die
Hesse-Matrix, in die der Extremwertkandidat eingesetzt wurde. Ich hatte den
Kandidaten (x¢, y9) = (1, 1) ausgerechnet, und daraus folgt:

man=(41).

»xw‘oo
=

®

Da 8 > 0 ist und auflerdem
detH;(1,1) =8-8—4-4=48>0
gilt, ist die Hesse-Matrix positiv definit, und ich habe ein Minimum gefunden.

Allerdings kenne ich noch nicht die ganze Wahrheit, denn bisher habe ich nur
xo = 1 und y, = 1 berechnet, und es gibt noch eine dritte Variable z. Die ist
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X Bild 13.1. Quader mit Diagonalen

aber aus Schritt (i) leicht zu bestimmen, denn es muf gelten:

1
zZy = =1.

X0)o

Der optimale Punkt lautet also (xo, o, z9) = (1, 1, 1), und das heifdt, dal der in
bezug auf die Kantenldnge optimale Quader ein Wiirfel ist. Seine Kantenldnge
betriagt 4 +4 + 4 = 12.

13.14 Welches Volumen kann ein Quader maximal haben, wenn seine Raum-
diagonale die Linge 1 aufweist?

Losung: Auch hier haben Sie es mit einer Optimierungsaufgabe unter Neben-
bedingungen zu tun. Das Volumen eines Quaders mit den Seitenldngen x, y und
z betrdgt natiirlich V = xyz, womit die Zielfunktion schon gefunden ist. Um
die Nebenbedingung aufzustellen, muf3 ich eine Formel fiir die Raumdiagonale
eines Quaders finden.

In Abbildung 13.1 ist ein Quader aufgezeichnet, in dem Sie neben den Seiten
x, y und z auch die Diagonale a der Bodenfldche und die Raumdiagonale d sehen.
Nach dem Satz des Pythagoras ist a*> = x* + y*. Aber a ist auch eine Kathete des
rechtwinkligen Dreiecks, das durch a selbst, z und die Raumdiagonale d gebildet
wird. Durch erneute Anwendung des Pythagoras-Satzes folgt dann:

L= +2=x"+y +2°, alsod=/x+ y? + 2.

Die geforderte Nebenbedingung lautet also y/x? + y? + z2 = 1. Man muf} sich
das Leben aber nicht schwieriger machen als unbedingt nétig, denn offenbar ist
die Wurzel aus einer positiven Zahl genau dann gleich 1, wenn die positive Zahl
selbst gleich 1 ist. Also habe ich die Nebenbedingung:

x*+y'+zZ2=1undx, y,z> 0,

denn die Seitenldnge eines Quaders kann nicht Null sein. Nun muf ich die
Nebenbedingung nach einer der vorkommenden Variablen auflosen, und ich
wihle dafiir die Variable z. Aus der Nebenbedingung folgt dann:

z=4/1—x2—y%.
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Einsetzen in die Zielfunktion fiithrt zu:

Vix, ) =x-y- \/1_x2_y2 = \/xzyz—x4y2—x2y4,

wobei ich im zweiten Schritt den Faktor, der vor der Wurzel stand, in die Wur-
zel hineinmultipliziert habe und ihn dabei natiirlich quadrieren mufite. Man
kann sich das Leben aber etwas leichter machen und auf die Wurzel verzich-
ten. Wenn némlich ein Volumen unter allen méglichen Volumina das grofite ist,
dann wird auch das quadrierte Volumen grofler sein als alle anderen quadrierten
Volumina, da das Quadrieren positiver Zahlen die Gréf3enrelationen erhilt. Und
umgekehrt: hat man einen Quader, dessen quadriertes Volumen das Maximum
aller moglichen quadrierten Volumina ist, dann hat er auch ohne Quadrierung
das grofitmogliche Volumen, weil auch das Wurzelziehen die Groflenrelationen
nicht verdndert. Mit einem Wort: an Stelle des Volumens selbst kann ich auch das
quadrierte Volumen maximieren und werde trotzdem den richtigen Quader fin-
den. Beim Quadrieren der Volumenfunktion geht aber genau die lastige Wurzel
verloren, und das bedeutet, dafl ich einfach nur das Maximum der Funktion

[, ) =Vix, ) =%y —x'y! — 2%y

fir x, y, z > 0 bestimmen muf. Ab jetzt greift die Routine. Ich berechne die
ersten partiellen Ableitungen von f durch:

of
ox

(x, y) = 2xy* — 4x’y* — 2xy* und gi(x, y) =2x"y —2x'y — 4x*y’.
Der Gradient lautet also:
gradf(x, y) = Qxy* —4x’y* — 2xy*, 2x*y — 2x*y — 4x*y),
und diesen Gradienten mufl ich wie iiblich gleich (0, 0) setzen. Die Gleichung
Qxy* —4x’y* — 2xy*, 2x*y — 2x'y — 4x*y*) = (0, 0)
1a3t sich dann aufteilen in die beiden Einzelgleichungen:
2xy* —4x’y* — 2xy* =0 und 2x’y — 2x'y — 4x*y’ = 0.

Das sieht zundchst einmal gar nicht gut aus, 1483t sich aber deutlich vereinfachen.
Auf der linken Seite der ersten Gleichung kann ich xy* vorklammern und erhalte
damit:

xyP2—4x* —2y") =062 —4x* —2y* =0,

denn ein Produkt wird genau dann Null, wenn einer der beteiligten Faktoren
Null wird, und da sowohl x als auch y als positiv vorausgesetzt sind, muf3 der
Klammerausdruck Null werden. Mit dem gleichen Argument kann ich die zweite
Gleichung vereinfachen, denn hier habe ich in allen Summanden den Faktor x*y,
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und es gilt:
Xy2—2x"—4y) =0 2—2x" —4y* =0.

Ich teile die beiden vereinfachten Gleichungen jeweils durch 2 und schreibe sie
in der iiblichen Form eines linearen Gleichungssystems. Dann folgt:

23 4+ y? 1
x* + 2y =1

Zieht man nun die verdoppelte zweite Gleichung von der ersten ab, so ergibt
sich

1 1 1
—3y* = —1, also y* = 3 und damit y = \/;: 5\/5,

denn fiir y sind nur positive Werte zugelassen, so dafl ich die negative Wurzel
nicht in Betracht ziehen mufl. Damit folgt fiir die Unbekannte x:

x—1—2y—1—:,alsox_\/7 \/_

Ich habe also genau einen Extremwertkandidaten (xo, yo) = (%«/5 %«/5) gefun-
den, mit dem ich jetzt in die Hesse-Matrix gehen muf}, um festzustellen, ob es
sich auch wirklich um einen echten Extremwert handelt. Da meine Funktion f
ein Polynom in den beiden Variablen x und y ist, sind die zweiten partiellen
Ableitungen schnell berechnet. Sie lauten:

2
(;?(x,y):Zyz—lezy 2}/ , (x y)—2x — 2x 4—12x2y2
sowie
&f 3 s Of
5y (x, ) xy —8x’y — 8xy Syox (x, )

Damit ergibt sich die Hesse-Matrix:

(%, ¥) 5 (x, y)
H , — ox X
(%, ) <5y5x(x ¥) gyf(x’ ») )

_(2y*—12x*y* —2y* dxy —8x’y — 8xy’
T \dxy —8x’y —8xy® 2x? —2x* — 12x%y* )

Nun interessiert mich aber gar nicht die allgemeine Hesse-Matrix, sondern nur
die Hesse-Matrix H f(xo, yo), die durch das Einsetzen des Extremwertkandidaten
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entsteht. Wegen xo = yo = \/g 133t sie sich leicht ausrechnen. Es gilt:

|
7N
RWRIN
|
EalN]
|
° I
PN
|
OINg 00
|
olSele
~__

Hf(x()v )’0) =

Sollte Thnen das Einsetzen des Extremwertkandidaten Schwierigkeiten machen,
dann achten Sie darauf, daf§

2 3 4 2
1 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 9

ergibt. Jetzt muf3 ich mich noch um die Definitheit der Hesse-Matrix kiimmern.
Da das Element in der ersten Zeile und ersten Spalte —g < 0 lautet, kann
sie nicht positiv definit sein, und ich versuche mein Gliick mit der negativen
Definitheit. Eine Matrix A ist aber genau dann negativ definit, wenn —A positiv

definit ist, weshalb ich jetzt die Matrix

teste. Sie hat links oben die positive Zahl % stehen, und fiir ihre Determinante
4 4 48

gilt:
3 8
det =- - === =—>0.
99 9 9 381

Damit ist —H (x, o) positiv definit, die Matrix selbst also negativ definit, und
deshalb liegt in (xo, yo) = (%\/5, 1\/3) ein Maximum vor.
Sie sollte bei solchen Aufgaben nie vergessen, den Wert der letzten verblie-

benen Unbekannten zu bestimmen. Ich hatte am Anfang die Nebenbedingung
durch

O |00
NTISVCTRS

_Hf(x09 )’0) = (

O |0 |0
\O|Co\D |~

===y

nach z aufgeldst. Deshalb gilt:

T 1 11
- 1l———-= -_—= - 3.
=\ T 3T \/; 3f

Der gesuchte Quader ist somit ein Wiirfel mit der Seitenlinge 1+/3 und dem

Volumen
13 1 /1 1
V=4 ==-4/7==+V3
\[3 3\[3 9“/_
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13.15 Maximieren Sie die Funktion
f(x,y,2) =2xyz
unter der Nebenbedingung

2x+y+3z=1, x,y,z>0.

Losung Daf hier eine Optimierungsaufgabe unter Nebenbedingungen vorliegt,
sagt schon der Aufgabentext, und sowohl Zielfunktion als auch Nebenbedingung
sind schon formelmiflig aufgeschrieben. Ich kann also gleich die Nebenbedin-
gung nach der Variablen auflésen, bei der das am einfachsten geht, und das ist
in diesem Fall offenbar y, da y in der Nebenbedingung keinen Vorfaktor hat. Es
gilt also:

y=1-2x—-3z,
und das setze ich in die Zielfunktion f ein. Um genau zu sein, miissen Sie hier
etwas aufpassen. Die Funktion f ist eine Funktion in drei Variablen, und das
wird sie auch bleiben, denn man kann einer Funktion nicht einfach eine Variable
wegnehmen. Wenn ich nun y durch die beiden anderen Variablen ersetze, dann
ergibt das streng genommen eine neue Funktion, die nur noch von zwei Variablen
x und z abhédngt und die ich mit g bezeichne. Sie lautet:
gx,2) = f(x,1 —2x—3z,2) =2x-(1—2x—32) - z= 2xz — 4x*z — 6x2°,

denn die Variable y habe ich durch den Ausdruck 1 — 2x — 3z ersetzt. Nun geht
alles wie gewohnt, mit dem einzigen Unterschied, dafl die beiden Variablen jetzt

nicht mehr x und y, sondern x und z heiflen. Um die Extremwertkandidaten
herauszufinden, berechne ich die ersten partiellen Ableitungen von g und erhalte:

(;—‘z(x, z) = 2z — 8xz — 6z* und %(x, z) = 2x — 4x* — 12xz.
Damit bekomme ich den Gradienten
gradg(x, z) = (2z — 8xz — 62°, 2x — 4x* — 12xz),
der nun wieder gleich (0, 0) gesetzt werden muf3. Die Gleichung
(2z — 8xz — 622, 2x — 4x> — 12xz) = (0, 0)
1a3t sich wie tiblich aufteilen in die einzelnen Gleichungen

2z — 8xz — 6z° = 0 und 2x — 4x* — 12xz = 0.
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Obwohl es nicht gleich so aussieht, konnen Sie diese beiden Gleichungen auf ein
lineares Gleichungssystem reduzieren. Es gilt ndmlich in der ersten Gleichung:

22— 8xz2—622=02z-2—8x—62)=0<&2—8x—62=0,

denn ein Produkt ist genau dann gleich Null, wenn einer seiner Faktoren Null
ist, und da z als positiv vorausgesetzt war, mufl hier der Ausdruck 2 — 8x — 6z
zu Null werden. Nach dem gleichen Prinzip habe ich in der zweiten Gleichung:

2x— 4 —12xz2=0x- 2—4x—122) =0 < 2 —4x — 12z = 0.

Daraus ergibt sich fiir die beiden Unbekannten x und z das lineare Gleichungs-
system:

8x + 6z 2
4x + 12z = 2,

also nach Dividieren beider Gleichungen durch 2:

4x + 3z = 1

2x + 6z = 1.
Nun ziehe ich das Doppelte der zweiten Gleichung von der ersten Gleichung ab
und erhalte —9z = —1, also z = é Einsetzen in die zweite Gleichung fithrt dann
zu

6 2 1
2x + 3 =1, also2x=1— 3 und deshalb x = z

Mein Extremwertkandidat lautet daher (xo, z9) = (%, 1), und ich muf ihn in die
Hesse-Matrix einsetzen, fiir die ich erst einmal die zweiten partiellen Ableitungen

von g brauche. Sie lauten:

5’ &

535 (x,2) = =8z und 875(3@ z) =—12x
sowie

62g 52g

5xdz (x,2) 8x 2= Siox (x, 2)

In der Hesse-Matrix versammeln sich nun alle zweiten partiellen Ableitungen

von g, also gilt:
2 2
HE2 g
2E(x.2) $E(x.2)
8z8x \7° 822\

. —8z 2—8x—12z
T \2—-—8x—12z —12x )

Hg(x, 2)



Mehrdimensionale Differentialrechnung 379

Nun setze ich in die Hesse-Matrix wieder den Extremwertkandidaten ein und
berechne:

11 &8 g_s_ 1
H (7) :< 89 12 612 ?
f\679 =579 %

Nun kann leider H, (

1
6
und ersten Spalte steht

11 8 2
—H,(-.>) = 3
{as)=(13)
iiber. Sie hat links oben die positive Zahl £, und fiir Thre Determinante gilt:
z 8 2 2 16 4
w(13)=52-33=-5-3=0
3 3

2 9 9 9
Daher ist —H, (é, é) positiv definit, und das bedeutet, daf} Hg (é, é) negativ
definit ist, so dafl im Punkt (x9,z0) = (%, 5) ein Maximum vorliegt. Auch
hier muf§ ich allerdings daran denken, dafl noch der Wert der Unbekannten
yo ausgerechnet werden sollte. Die Nebenbedingung hatte ich am Anfang nach

y aufgel6st und die Beziehung y = 1—2x— 3z erhalten. Daraus ergibt sich dann:

[SSI[SN-J1-5)

1-2 3 1 2_3 1 !
= — 2Xn — 22 = —_——— = = —_ =
Yo 0 0 6 9 3

Der optimale Punkt lautet also:

111
(%0, Y0, 20) = (6’ 5’ 9> .

Der zugehorige Funktionswert betrégt:

111 1 11 1
fl==2-)=2----. -=
639 6 3 9 81

13.16 Die Funktion y(x) sei implizit gegeben durch
¥ —16x*y = 17x°.

Weiterhin sei stets y(x) > 0. Berechnen Sie y'(1).

Losung Die Ableitung einer implizit gegebenen Funktion kann man auf zwei
verschiedene Arten berechnen, und ich werde Thnen hier beide Arten zeigen.
Zunichst konnen Sie sich auf einen allgemeinen Satz berufen. Ist ndmlich f(x, y)
eine Funktion mit zwei Input-Variablen und gilt fiir die Funktion y(x) die Glei-
chung f(x, y(x)) = 0 fiir alle x, dann kann man die erste Ableitung y'(x) be-
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rechnen durch die Formel:

_ o (x, y)

y'(x) = ,
Ly

sofern die im Nenner stehende partielle Ableitung nach y von Null verschieden
ist.
In diesem Fall ist natiirlich

f(x, y) = y* — l6x’y — 17x°,

denn wenn Sie in der Gleichung aus der Aufgabenstellung 17x” auf die linke
Seite bringen, dann ergibt sich

¥y —16x’y —17x’ =0, also f(x, y) =0.

Nach der Formel fiir ' muf ich die partiellen Ableitungen von f berechnen.
Sie lauten:

of 2 g Of 2
- = —32xy — 51 = =2y —16x".
5x (x, y) 32xy — 51x° und 5y (x, y) y 6x
Nun sagt mir die allgemeine Formel, daf}
, %(x, y) —32xy(x) — 51x?
)/(x)=—5f - 2y(x) — 16x2
3y (6 ) y
gilt, und da x = 1 gelten soll, folgt daraus:
) —32y(1) — 51
)= ——2—"
y 2y(1) — 16

Das niitzt aber im Moment noch nicht so viel, da ich y(1) nicht kenne und
deshalb diesen Wert nicht in die Formel einsetzen kann. Ich muf mir also zuerst
y(1) verschaffen, und das ist nicht sehr schwer. Die Gleichung

¥ —16x*y — 17x =0

muf’ schliefSlich fiir alle x-Werte und ihre zugehorigen Funktionswerte gelten,
also auch fiir x = 1. Setze ich abkiirzend y = y(1), so folgt:

¥y —16y—17 =0,

und das ist eine quadratische Gleichung mit der Unbekannten y. Nach der p, g-
Formel hat sie die Losungen

y1,2:8:|: 64+17:8:|:99
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also y; = —1 und y, = 17. Laut Aufgabenstellung soll aber fiir alle x-Werte der
Funktionswert y(x) positiv sein, weshalb das Ergebnis y, = —1 iiberhaupt nicht
in Betracht kommt. Es gilt also y(1) = 17. Da ich nun den nétigen y-Wert kenne,
kann ich wieder in die Formel zur Berechnung der ersten Ableitung gehen und
finde:

—-32y(1) =51 —32-17—51 =595 595

Y= —te T 2 17—16 18 18

Sie konnen hier aber auch ganz auf die mehrdimensionale Differentialrechnung
verzichten und sich nur auf die Gleichung

Y2 (x) — 16x* y(x) — 17x° = 0

konzentrieren. Wenn man diese Gleichung auf beiden Seiten nach x ableitet, dann
muf rechts natiirlich wieder Null herauskommen. Und links muf$ ich nur darauf
achten, dal y(x) eine Funktion von x ist, so daf} ich beispielsweise y*(x) =
(y(x))? nach der Kettenregel ableiten mufl und das Ergebnis y'(x)-2y(x) erhalte,
wihrend das Produkt 16x* y(x) ein Fall fiir die Produktregel ist. Damit folgt:

¥ (x) - 2y(x) — 32xy(x) — 16x*y'(x) — 51x* =0,
also
¥ (x) - 2y(x) — 16x%) = 32xy(x) + 51x%,
und damit

o 32xy(x) +51x°
Y= 2y(x) — 16x2

was genau dem vorher berechneten Ergebnis fiir y'(x) entspricht. Ab jetzt geht
alles wie in der ersten Variante, der einzige Unterschied bestand in der Berech-
nungsmethode fiir y'(x).
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14.1 Berechnen Sie die folgenden Integrale.
@ [f[yx+ydxdy mitU={(x,y)|x,y>0und y <1—x}.
(i) [[;2x-€” dxdy mitU={(x, )]0 <x<1und 0 <y <x?}.

Losung Eine Funktion f(x, y) mit zwei Inputvariablen, aber nur einem Output,
kann man sich als eine Oberfliche im dreidimensionalen Raum vorstellen. Ist
nun der Definitionsbereich nach allen Richtungen beschréinkt, so befindet sich
zwischen dieser Oberfldche und der x, y-Ebene ein dreidimensionaler Kérper mit
einem endlichen Volumen, das man mit Hilfe eines Doppelintegrals berechnen
kann. Es gilt ndmlich:

Volumen = // f(x,y)dxdy.
U

Die Frage ist nun, wie man so ein Doppelintegral ausrechnet. Im Falle eines
beschriankten und konvexen Definitionsbereichs, wie Sie ihn hier haben, ist das
gar nicht so schwer, wobei man unter einer konvexen Teilmenge U von R? eine
Menge versteht, die mit je zwei Punkten auch die gesamte Verbindungsstrecke
zwischen diesen beiden Punkten enthilt. Ist also U € R? konvex und f:U—-R
stetig, so sucht man zuerst den kleinsten und den gréfiten innerhalb von U
vorkommenden x-Wert, den ich mit a bzw. mit b bezeichne. Es gibt dann also
fiir jedes x € [a, b] ein y, so dafl (x, y) € U liegt. Anschlieend geht man fiir
jedes x auf die Suche nach den passenden y-Werten, und das heifit: fiir jedes
x € [a, b] miissen Sie feststellen, welche y-Werte innerhlab von U fiir dieses x
zuldssig sind. Fiir x € [a, b] sucht man also den kleinsten y-Wert y,(x) und den
grofiten y-Wert y,(x), so dafl (x, y) noch in U ist, wobei der Buchstabe o fiir
oben und der Buchstabe u fiir unten steht. Dann gilt:

b [ yo(x)

//Uf(x,y) dxdy:/ /f(x,y) dy | dx.

a u(X)

Das bedeutet: auflen integriere ich nach der Variablen x in den Grenzen a und
b. Was ich aber nach x integriere, das muf} ich erst einmal ausrechnen, denn
das steht im inneren Integral. Dort integriere ich die Funktion f(x, y) nach der
Variablen y, und das heif3t, daf ich - wie schon beim partiellen Differenzieren -
die Variable x als Konstante betrachte und nur die Stammfunktion in bezug auf
y suche. Das Ergebnis des inneren Integrals wird in aller Regel ein Ausdruck
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Bild 14.1. Integrationsbereich

sein, der noch die Variable x enthilt, und dieser Ausdruck wird dann im dufleren
Integral nach x integriert.

Im {brigen geht es auch umgekehrt, indem Sie die Rollen von x und y
vertauschen. Ist dann a der kleinste und b der grofite in U vorkommende y-
Wert, dann gilt mit analogen Begriffsbildungen wie eben:

b xo(}')
//f(x,y) dx dy:/ /f(x,y) dx | dy.
U
a  \cu(y)

Ich werde aber in den folgenden beiden Beispielen die erste Formel verwenden,

also innen nach y und auflen nach x integrieren.

(i) Um das Integral ffux—i-y dxdy mitU = {(x, y)|x,y>0und y <1—x}
auszurechnen, ist es sinnvoll, erst einmal den Integrationsbereich U aufzu-
zeichnen. Er besteht aus allen Punkten (x, y), fiir die sowohl x > 0 als auch
y > 0 und zudem noch y < 1 — x gilt. Die Punkte befinden sich also alle im
ersten Quadranten, und wenn Sie die Gerade y = 1 — x einzeichnen, dann
darf kein Punkt von U oberhalb dieser Geraden liegen, da y < 1 — x gelten
soll. Die Menge U hat daher die in Abbildung 14.1 gezeigte Form.

Nun muf ich den kleinsten und den grofiten in U vorkommenden x-Wert
bestimmen, aber das kann man schon an der Skizze ablesen: zu x = 0 finden
Sie beispielsweise noch den Punkt (0, 0) € U, aber unterhalb von x = 0 geht
nichts mehr. Der kleinste vorkommende x-Wert ist daher a = 0. Und zu
x = 1 gibt es noch den letzten Punkt (1,0) € U, aber rechts von x = 1
kann es keinen Punkt aus U mehr geben. Daher ist b = 1. Wahrend der
zuldssige Bereich der x-Werte zu ganz schlichten Zahlen fiihrt, werde ich
jetzt den zuldssigen Bereich der y-Werte fiir jedes x € [0, 1] ermitteln. Ist
also x € [0, 1], so starten die zuldssigen y-Werte offenbar bei 0, denn die x-
Achse ist die untere Grenze. Sie enden aber keineswegs immer bei 1, wie man
vielleicht denken konnte, da die obere Begrenzung des Definitionsbereichs
U die Gerade y =1 — x ist. Daher gilt y,(x) =0 und y,(x) = 1 — x fiir alle
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x € [0, 1]. Das Doppelintegral wird also nach der Vorschrift

1 1—x
//x+ydxdy=/ /x+ydy dx
U
o \o

berechnet. In inneren Integral integriere ich nach der Variablen y, also mufl
ich eine Stammfunktion nach y suchen und x dabei als Konstante betrachten.
Das heifit:

1-x

2 |1=x 2
1—x
/x—i—ydy:xy—i—y— :x-(l—x)—i—!
2, 2
0
_x_x2+l_x+x72__x72+l
o 2 2 2 2

Bei dieser Rechnung wird oft der Fehler gemacht, die Variable x nach x und

die Variable y nach y zu integrieren, so dafl die Stammfunktion "; + y;
entsteht. Das ist aber ganz falsch, denn die Integrationsvariable im inneren
Integral lautet y, und deshalb muf x als Konstante betrachtet werden. Wenn
Sie aber fiir eine konstante Funktion eine Stammfunktion in der Variablen y
suchen, dann muf} diese Stammfunktion Konstante- y lauten, also in diesem
Fall x - y.

Der Rest ist nur noch einsimensionale Integration. Das innere Integral habe
ich berechnet und kann das Ergebnis in die Formel fiir das Doppelintegral

einsetzen. Daraus folgt:

1 1—-x

//x+ydxdy:/ /x+ydy dx
U
0

0

Also gilt:

//x+ydxdy=l.
U 3

(ii) Das Integral [[,2x e’ dx dy mit U = {(x, y)[0 <x <1und 0 < y < x?}
behandle ich nach der gleichen Methode, indem ich mir zuerst die Menge
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Bild 14.2. Integrationsbereich

U genauer betrachte. Sowohl x als auch y miissen groler oder gleich Null
sein, weshalb ich mich im ersten Quadranten befinde. Auflerdem sind nur
x-Werte zwischen 0 und 1 zugelassen, und der y-Wert eines Punktes (x, y)
darf x? nicht {iberschreiten. Alle Punkte aus U miissen daher unterhalb der
Parabel y = x* liegen, und daher ergibt sich die Skizze aus Abbildung 14.2.
Sie sehen, dafd sich die zulédssigen x-Werte wieder zwischen 0 und 1 bewegen,
so dafl @ = 0 und b = 1 gilt. Fiir jedes x € [0, 1] sind die passenden y-
Werte mindestens 0, also ist y,(x) = 0. Aber die obere Begrenzungslinie des
Integrationsbereichs ist diesmal keine Gerade, sondern die Parabel y = x2,
und kein Punkt aus U darf oberhalb dieser Parabel liegen. Deshalb ist der
groftmogliche zu x passende y-Wert genau y = x%, und es gilt: y,(x) = x%.
Das Doppelintegral kann also auf die folgende Weise berechnet werden:

x2

1
// 2xe’ dx dy:/ /ery dy | dx.
U
o \0

In inneren Integral wird nun nach y integriert. Die Variable x muf3 ich also
wieder fiir einen Moment als Konstante betrachten und nur eine Stammfunk-
tion in der Variablen y suchen. Da aber die Stammfunktion von e’ wieder
e’ lautet, folgt:

x2

2
/er)' dy = 2xey|g = 2x.e" —2x,

0
da ¢® = 1 gilt. Damit reduziert sich das urspriingliche Doppelintegral auf

x? 1

1
//erydxdy:/ /erydy dx:/2x~e"2—2xdx.
U
0

0 0

Nun ist das Integral {iber den zweiten Summanden schnell berechnet, denn
es gilt:
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/Zx dx = x%.

Der erste Summand gibt dagegen Gelegenheit, wieder einmal die Substitutions-
regel anzuwenden. Mit g(x) = x* ist namlich g’(x) = 2x, und damit gilt:

/Zxoex2 dx = /g’(x)eg(x) dx.

Nach der Substitutionsregel kann ich g’(x)dx durch dg ersetzen, und das ergibt:

/Zx-ex2 dx = /g’(x)eg(x) dx = /egdg —ef = ¢,

Insgesamt ist daher
/2x~e"2 —2x dx =&~ — %2,
und damit habe ich alles zusammen, um das Doppelintegral auszurechnen. Es

gilt:

1 x?

// 2xe’ dx dy = / /er)' dy | dx
U
0

0
1

= /2x-ex2—2xdx

Also gilt insgesamt:

//ery dx dy=e—2.
U

14.2  Es sei U der Einheitskreis um den Nullpunkt. Bestimmen Sie

// et dx dy
v

mit Hilfe von Polarkoordinaten.

Losung Sobald der Integrationsbereich mehr oder weniger kreisférmig ist,
empfiehlt sich die Integration mit Hilfe von Polarkoordinaten, weil dabei die
Integrationsgrenzen deutlich vereinfacht werden: wiahrend beispielsweise bei ei-
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(xy)

Bild 14.3. Polarkoordinaten

nem Kreis als Integrationsgebiet im inneren Integral so unangenehme Grenzen
wie +/1 — x? auftreten, haben Sie bei Anwendung der Polarkoordinaten sehr
ibersichtliche Integrationsgrenzen, die keine Schwierigkeiten machen sollten.
Natiirlich muf$ man dafiir einen Preis bezahlen, und der liegt in der Anwendung
der zweidimensionalen Substitutionsregel fiir den Spezialfall der Polarkoordina-
ten.

Ist U ¢ R?, so kann man jedes (x, y) € U mit Hilfe von Polarkoordinaten
darstellen, wie Sie in Abbildung 14.3 sehen. Es gilt ndmlich: x = rcos¢ und
y = rsin ¢, und damit

(x, y) = (rcose, rsing) mit r > 0, ¢ € [0, 27).

Dabei ist r der Abstand der Punktes (x, y) vom Nullpunkt, und ¢ ist der Winkel,
den die Strecke zwischen dem Nullpunkt und (x, y) mit der positiven x-Achse
einsschliefit. Diese Darstellung eines Punktes durch die Gréf3en r und ¢ nennt
man die Darstellung in Polarkoordinaten.

Nun kann man zu jeder Menge U, die aus Punkten (x, y) besteht, alle Radien
r und alle Winkel ¢ aufschreiben, die zu diesen Punkten aus U gehoren. Das
ergibt dann eine neue Menge

U= {(r,)|r =0, ¢ € [0,27) und (rcos ¢, rsin @) € U}.

In U versammeln sich also alle Paare (r, @), fiir die (r cos ¢, r sin ) in U liegt. Ist
beispielsweise U ein Kreis mit dem Radius 2, so besteht U aus allen Paaren (r, p)
mit 0 < r <2 und 0 < ¢ < 27, denn die Punkte innerhalb von U haben zum
Nullpunkt einen Abstand, der 2 nicht {iberschreitet, und da es sich um einen
vollen Kreis handelt, brauche ich alle Winkel zwischen 0 und 2.

Mit Hilfe von U kann ich dann auf der Basis von Polarkoordinaten integrie-
ren. Es gilt ndmlich die Formel:

//f(x,y) dxdy://Nf(rcosgo,rsingp)-rdrdgo
U U

fiir eine beliebige stetige Funktion f auf U.
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Nun habe ich in dieser Aufgabe als Integrationsbereich U den Einheitskreis
um den Nullpunkt, also einen Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius 1. Alle
Punkte innerhalb dieses Kreises haben zum Nullpunkt einen Abstand r mit 0 <
r < 1, und da es sich um einen vollstindigen Kreis handelt, brauche ich auch
alle Winkel ¢ mit 0 < ¢ < 27. Es gilt also:

U = {(r,o)|lr >0,¢ € [0,27) und (rcos ¢, rsinp) € U}
={(re0<r<1lund 0 < ¢ <27} =1[0,1] x [0, 27).

U besteht also aus allen Paaren (r, @), fiir die r zwischen 0 und 1 und ¢ zwischen
0 und 27 liegt. Als Integrationsfunktion habe ich f(x, y) = e**7". Nach der oben
angegebenen Formel ist dann:

// exZJDVZ dx d)/: //~e72c0s2¢+r2sinz¢.r dr d¢: //~er2 .rdr ng,
U U U

denn cos® ¢ + sin® ¢ = 1. Nun muf ich noch die Integrationsgrenzen fiir r und
¢ festlegen, aber das habe ich oben bei der Bestimmung von U schon erledigt:
¢ darf sich zwischen 0 und 27 bewegen, da es sich bei U um einen Vollkreis
handelt, und fiir jedes beliebige ¢ € [0, 277) kann r zwischen 0 und 1 laufen.
Daraus folgt:

2 1
//~e'z-rdrd¢>=/ /e’z-rdr de.
U
0 \0

Im inneren Integral mufl ich also die Funktion e - r nach der Variablen r
integrieren. Schreibt man das ein wenig um zu

1
/e’z-ralr:E/Zr-e'2 dr,

so 1af3t sich das mit der gewohnlichen einsimensionalen Substitutionsregel erle-
digen: ich setze g(r) = r* und somit g’(r) = 2r. Dann wird:

/Zr-e'Z dr = /g’(r) - ef™ dr,

und ich kann nach der Substitutionsregel wieder g'(r)dr durch dg ersetzen. Das

ergibt:
/21’-e’2 dr = /g’(r) e80) dr = /eg dg=eS=¢".

Daraus folgt dann:

o, 1 /! : 1 .
/er-rdr:f/Zr-er dr = €’
0 2 Jo 2

1

0
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Das innere Integral ist damit erledigt, und da in den inneren Integrationsgrenzen
keine duflere Variable ¢ vorkam, ist der Rest nun ganz einfach. Das gesuchte
Integral iiber den Integrationsbereich U lautet:

21 1
//~erz~rdrd¢=/ /e’z-rdr do
v 0o \o
21

Il
7N\
N —

[\

|
N —
N———

S

Il
7N
N =

A3

|
N =
N———

ro

3

=1-(e—1).

In der zweiten Gleichung habe ich dabei nur eingesetzt, was ich vorher fiir das
innere Integral ausgerechnet hatte. Dann mufite ich die konstante Funktion Je—3
nach der Variablen ¢ integrieren, was zu der Stammfunktion (e — 1) - ¢ fiihrte.
In diese Stammfunktion mufite ich dann schliellich die Integrationsgrenzen 0

und 27 einsetzen. Insgesamt ergibt sich also:

//exzﬂ'2 dxdy://~e'z-rdrdg0:7T~(€—1)-
U 3]

14.3 Es sei U der Halbkreis in der oberen Halbebene mit Radius 1 um den

Nullpunkt. Berechnen Sie
/ / xy dx dy
U

Losung Wie man grundsitzlich zweidimensionale Integrale mit Hilfe von Po-
larkoordinaten berechnet, habe ich in Aufgabe 14.2 schon erkldrt, und deshalb
kann ich hier direkt in die konkrete Aufgabenstellung einsteigen. Zunichst werfe
ich in Abbildung 14.4 einen Blick auf den Integrationsbereich U.

Es handelt sich um den Halbkreis vom Radius 1 in der oberen Halbebene,
und das bedeutet, daf} jeder Punkt (x, y) € U vom Nullpunkt einen Abstand r
mit 0 < r < 1 hat. Dagegen liegt der Winkel ¢, den die Strecke vom Nullpunkt
zu (x, y) mit der positiven x-Achse bildet, zwischen 0 und 7, denn ein Halbkreis
tiberstreicht einen Winkel von 180°, was im Bogenmaf} dem Winkel 7 entspricht.
Die Menge [7, in der sich alle zu U passenden Werte von r und ¢ versammeln,
lautet also:

mit Hilfe von Polarkoordinaten.
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Bild 14.4. Integrationsbereich

U = {(r,o)|lr >0,¢ € [0,27) und (rcos ¢, rsinp) € U}
={(r,e))0<r<lund0<¢<7}=10,1] x [0, 7].

Damit habe ich den auf die Polarkoordinaten bezogenen Integrationsbereich
U bestimmt. Nach der in Aufgabe 14.2 angegebenen Substitutionsformel muf
ich noch in der Definition der Funktion selbst den Punkt (x, y) durch
(r cos @, r sin ) ersetzen. Mit f(x, y) = xy folgt dann:

f(rcos g, rsing) = r’ cos @sin ¢.

Mit der Substitutionsformel fiir Polarkoordinaten gilt dann:

//xy dx dy://~r2cosgosinqo~rdr d(p://~r3cos<psin<p dr de.
U U U

Wie iiblich ist jetzt die Bestimmung der konkreten Integrationsgrenzen in bezug
auf U an der Reihe, aber das habe ich schon erledigt, als ich U bestimmt habe:
¢ bewegt sich zwischen 0 und 7, und fiir jedes ¢ € [0, 7] sind alle r-Werte
zwischen 0 und 1 erlaubt. Damit gilt:

T 1
//~r3cos¢sin¢ dr dgo:/ (/ r° cos @ sin @ dr) de.
U 0 0

Im inneren Integral muf ich also die Funktion r° cos ¢ sin ¢ nach der Variablen
r integrieren, und das bedeutet insbesondere, daf} hier ¢ als Konstante behandelt
wird. Der Ausdruck cos ¢ sin ¢ ist also in bezug auf r ein konstanter Faktor, der
beim Integrieren einfach stehen bleibt. Damit gilt:

by . rt o )
r° cospsin @ dr = 7 Cosgsing| = - cosesing.
0

0

Das innere Integral ist damit schon erledigt, und es folgt:
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T 1
//~r3cos¢>sin¢> drdo = / (/ r’ cos @ sin @ dr) do
3] 0 0

[, Georen
—cosesing do
0

4

1 T
f/ cos @ sin g de.
4 Jo

Ich bin also wieder auf der Ebene der vertrauteren eindimensionalen Integrale
angelangt. Das verbleibende Integral nach der Variablen ¢ 1af3t sich mit Hilfe der
eindimensionalen Substitutionsregel ausrechnen. Ich setze g(¢) = sin¢. Dann
ist g'(¢) = cos ¢, und es folgt:

/cowsirw do = /g’(<p) -8(@) do.
Nach der iiblichen Substitutionsregel kann ich jetzt g'(¢)de durch dg ersetzen.
Das heifit:

2 sinfe

/Cowsiw d¢:/g’(¢)-g(¢) dsoz/g dg:% =—

Insgesamt erhalte ich also:

//xy dx dy = //~r3cosgosingp dr do
U U

1 m
= 7/ cosgsing do
4 Jo
1 sin? @ |”
42,
1 [sin®7m  sin®0
4 2 2
=0,

da sin7m = sin0 = 0 gilt.

144  Zeigen Sie:

// e ¥ dxdy=m.
RZ

Losung Im Unterschied zu den vorherigen Aufgaben haben Sie es hier mit
einem uneigentlichen Doppelintegral zu tun: der Integrationsbereich R? ist in
alle Richtungen unbeschrinkt, und deshalb gibt es keine andere Chance als sich
mit Hilfe eines Grenzwertes dem gesuchten Wert anzunédhern. Die Idee ist dabei
die folgende. Bezeichnet man den Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius R > 0
als Ug, so wird dieser Kreis mit wachsendem R natiirlich eine immer gréflere
Fliche einnehmen und fiir R — oo der ganzen Ebene entgegenstreben. Es gilt
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// e dx dy = lim // e dx dy.
R2 R—o0 Uxr

Ich mufl also nur die Funktion iiber dem Integrationsbereich Uy integrieren
und anschlieend R gegen Unendlich gehen lassen. Das Integration iiber Uy
sieht aber wieder nach einer Anwendung fiir die Polarkoordinaten aus, denn
kreisformige Grundbereiche lassen sich oft mit Hilfe von Polarkoordinaten am
besten behandeln. Um nun die Integration mit Polarkoordinaten durchfiihren zu
konnen, mufl ich erst den Bereich ﬁR bestimmen, in dem sich alle Paare (7, ¢)
versammeln, die beim Aufbau von Uy eine Rolle spielen, wie Sie am Anfang
von Aufgabe 14.2 nachlesen kdnnen. Die Menge Uy ist aber ein Kreis um den
Nullpunkt mit dem Radius R. Alle Punkte innerhalb dieses Kreises haben zum
Nullpunkt einen Abstand r mit 0 < r < R, und da es sich um einen vollstindigen
Kreis handelt, brauche ich auch alle Winkel ¢ mit 0 < ¢ < 2. Es gilt also:

also:

Ur = {(r,@)|r =0, ¢ € [0,27) und (r cos ¢, rsin ) € Uy}
= {(r,¢)|0 <r <Rund 0 < ¢ < 27} = [0, R] x [0, 27).
[7'R besteht also aus allen Paaren (r, ¢), fiir die r zwischen 0 und R und ¢ zwi-
schen 0 und 27 liegt. Als Integrationsfunktion habe ich hier f(x, y) = e * .
Nach der Formel aus Aufgabe 14.2 zur Integration mit Polarkoordinaten ist dann:

// eV dx dy = //~ e TS eT S g = //~ e . rdrde,
U Ur Ur

denn cos® ¢ + sin® ¢ = 1. Nun muf ich noch die Integrationsgrenzen fiir r und
¢ festlegen, aber das habe ich oben bei der Bestimmung von Uy schon erledigt:
¢ darf sich zwischen 0 und 27 bewegen, da es sich bei Ur um einen Vollkreis
handelt, und fiir jedes beliebige ¢ € [0, 277) kann r kann zwischen 0 und R
laufen. Daraus folgt:

21 R
//~ e"z'rdrdgo:/ /e"z'rdr do.
Ur
0o \o

Im inneren Integral muf ich also die Funktion e - r nach der Variablen r
integrieren. Schreibt man das ein wenig um zu

1
/e_’2~r dr = —5/—21’-6_’2 dr,

so lafit sich das wieder einmal mit der gewdhnlichen eindimensionalen Sub-
stitutionsregel erledigen: ich setze g(r) = —r* und somit g’'(r) = —2r. Dann
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/—Zr e dr = /g’(r) -8 dr,

und ich kann nach der Substitutionsregel wieder g'(r)dr durch dg ersetzen. Das

ergibt:
/—Zr e " dr = /g’(r) 80 dr = /eg dg=ef=e".

Daraus folgt dann:

ko 1 (R . 1,
/e'~rdr:—7/ —2r-e" dr=——-e’
0 2 Jo 2

Das innere Integral ist damit erledigt, und da in den inneren Integrationsgrenzen
keine duflere Variable ¢ vorkam, ist der Rest nun ganz einfach. Das Integral iiber

den Integrationsbereich Uy lautet:

wird:

R
1 1
=—-e -
¢ T2

0

2 R
//~ e_’z-rdrdgoz/ /e_’z-rdr do
Ur
0 \0

0
2
1 g 1
= ——e —_ .
(=37 +3)
1 _p 1
= | ——e" —]-2
(26 +2> T
:7T—7T~e_RZ.

In der zweiten Gleichung habe ich dabei nur eingesetzt, was ich vorher fiir
das innere Integral ausgerechnet hatte. Dann mufite ich die konstante Funk-
tion —%e’RZ + % nach der Variablen ¢ integrieren, was zu der Stammfunktion

(—%e’R2 + %) - ¢ fiihrte. In diese Stammfunktion mufite ich dann schliefflich

die Integrationsgrenzen 0 und 27 einsetzen. Insgesamt ergibt sich also:

// e‘xz_yzdxdy://~ e rdrdp=m—m-e ¥,
Ur Ur

Nun soll aber eigentlich die ganze Ebene der Integrationsbereich sein, und wir
hatten uns bereits geeinigt, daf8 man das dadurch erreicht, dafl nun R — oo
geht. Das ist aber praktisch, denn es gilt e R = e%, und mit wachsendem R
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geht dieser Ausdruck sicher gegen Null. Damit ist:

// e dx dy = lim // x4 dx dy
R2 R—o0

lim (77' T-e R)
R—o0

T—m-0=m.

// e ¥ dx dy = 7.
R2

14.5 Gegeben seien die Funktionen

Insgesamt gilt also:

f(x) =x*+2x+1und g(x) =3x+ 1.

Bestimmen Sie den Schwerpunkt der von den Kurven eingeschlossenen Fldche.

Losung Zur Berechnung des Schwerpunktes eines Fliche gibt es eine recht ein-
fache Formel, deren einziger Nachteil in der Verwendung von Doppelintegralen
liegt. Ist ndmlich U C R? eine beschrinkte Menge, nach deren Schwerpunkt
gesucht wird, so berechnet man zuerst den Fliacheninhalt A von U nach der
Formel A = [[;;1 dx dy. Hat dann der Schwerpunkt § von U die Koordinaten

S = (xs, ys), so gilt:

1 1
:Z//dexdyundyszz/uydxdy.

Sie brauchen also drei Doppelintegrale: zuerst das mit dem Integranden 1, dann
wird {iber x integriert und schliellich {iber y. Bevor Sie allerdings integrie-
ren konnen, miissen Sie sich wieder die Integrationsgrenzen in der x- und der
y-Richtung verschaffen. Nun geht es hier aber um eine Fldche, die von zwei
Funktionskurven eingeschlossen wird, und in Abbildung 14.5 kénnen Sie sehen,
wie sie aussieht.

Die innerhalb von U zulédssigen x-Werte werden von den Schnittpunkten der
beiden Kurven bestimmt: der kleinere Schnittpunkt ist der untere x-Wert, der
groflere ist der obere. Und die Schnittpunkte berechne ich wie iiblich durch
Gleichsetzen der beiden Funktionen. Es gilt:

C4+2x+1=3x+1lx>—x=0x(x—1)=0.

Ich habe also die beiden Schnittpunkte x; = 0 und x, = 1, und deshalb lauten
die Integrationsgrenzen in x-Richtung a = 0 und b = 1. Fiir irgendein x € [0, 1]
wird die Zugehoérigkeit zu U aber durch die beiden Funktionskurven begrenzt:
wenn x2 4+ 2x + 1 < y < 3x + 1 gilt, dann ist offenbar (x, y) € U. Daraus
folgt, daB y,(x) = x> +2x + 1 und y,(x) = 3x + 1 gilt. Da ich nun iiber
alle Integrationsgrenzen verfiige, kann ich das Doppelintegral zur Berechnung
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Bild 14.5. Integrationsbereich

der Fliche wie immer als Hintereinanderausfithrung eines inneren und eines
dufleren Integrals aufschreiben, und zwar:

1 3x+1
A://ldxdy:/ </ 1dy> dx.
U 0 x242x+1

Im inneren Integral wird nach der Variablen y integriert, und wenn man die
konstante Funktion 1 nach y integriert, dann ergibt sich die Stammfunktion y.
Deshalb gilt:

3+l 1d 3x+1 2 2
y:y| =3x+1—-(x"+2x+1) =x—x".

x242x+1
242x+1

Insgesamt erhalte ich deshalb:

// ldxdy
U
1 3x+1
[ 0) s
0 x242x+1
1
= / x —x* dx
0

A

2 x|
23,
IR
2 3 6

Zur Berechnung der Schwerpunktkoordinaten brauche ich mir keine Gedanken
mehr {iber die Integrationsgrenzen zu machen, denn es geht immer wieder um
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den Integrationsbereich U, und die zugehorigen Integrationsgrenzen habe ich
schon berechnet. Deshalb ist:

1 1 3x+1
xs:—//xdxdy:6/ (/ xdy) dx.
Ay 0 x242x+1

Sie miissen hier sehr genau darauf achten, dafy im inneren Integral nach y
integriert wird und Sie deshalb x als Konstante betrachten miissen. Die Stamm-
funktion im inneren Integral lautet also xy, und die Integrationsgrenzen miissen
fiir y eingesetzt werden, da y die Integrationsvariable ist. Das bedeutet:

3x+1
/ xdy = xy|3x+1 =x(Bx+1) —x(x* +2x+1)
X

et xX242x+1
=3 4+x—x -2 —x=x>—x.

Damit ergibt sich fiir den Schwerpunkt S die x-Koordinate:
1 3x+1
6 / ( / xd y) dx
0 x242x+1
1
=6 / x*—x* dx
0
x|
6. = — =
30 4,
1 1 6 1
6 - - — - = — = —,
3 4 12 2

Die y-Koordinate ys von S ergibt sich genauso, nur daf jetzt nicht mehr die
Funktion x, sondern die Funktion y im Integral steht. Somit wird:

1 1 3x+1
yszf//ydxdy:6/ (/ ydy) dx.
AJJy 0 x242x+1

Hier wird nun wieder im inneren Integral nach y integriert und die Integra-

2
tionsfunktion lautet y. Die Stammfunktion im inneren Integral lautet also }'7,
und die Integrationsgrenzen miissen wieder fiir y eingesetzt werden, da y die

Integrationsvariable ist. Das heifit:

3x+1 2
/ ydy = y?
x242x+1

A(Bx+ 1= (24 2x+ 1D

Xs

3x+1

_Gx+1)? (xP42x41)?
-2 2

x24+2x+1

SO 4+ 6x+1—xt—4xP —6x7 —d4x — 1)

C(=xt —4x7 4 3x% + 2x).

SRR SR SR
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Damit ergibt sich fiir den Schwerpunkt S die y-Koordinate:

1 3x+1
ys=6/ </ ydy) dx
0 x24+2x+1

1
1
6/ E~(—x4—4x3+3x2+2x) dx
0

1
3/ —x* —4x> 4+ 3x%% + 2x dx
Jo

x° !
3.0 - —x* 40+ 47

5 0
3 ! 1+1+1 _ L2

5 57

Der Schwerpunkt der angegebenen Flidche hat also die Kordinaten:

1 12
S=(xs,ys) = (2, 5) .

14.6  Man definiere f : [1, 2] x [1,2] — R durch

f(x,y)zgo\/?—i-g'\/)?.

Berechnen Sie den Fliacheninhalt der Oberfliche, die das Abbild von f im Raum
darstellt.

Losung Jede Funktion f(x, y) mit zwei Inputs und einem Output kann man
sich als im Raum schwebende Oberfliche vorstellen, und diese Fliche hat natiir-
lich einen Fldcheninhalt. Zur Berechnung des Flacheninhalts gibt es eine recht
ibersichtliche Formel: hat f den Definitionsbereich U C R?, so gilt:

o AN AN
Fliche = //U \/1 + (8x> (x, y) + ((Sy) (x,y)dx dy,

falls f stetig partiell differenzierbar ist. Sie brauchen also zur Berechnung des
Flicheninhaltes die ersten partiellen Ableitungen der Funktion, miissen daraus

2 2
den Ausdruck \/ 1+ (%) (x, y) + (%) (x, y) berechnen und schlieflich das

Integral iiber U bestimmen. Das ist oft genug nur schwer oder vielleicht auch
gar nicht moglich, aber in dieser Aufgabe ist die Funktion f so einfach gebaut,
daf3 das Integral ohne Probleme berechnet werden kann.

Ich gehe also zunichst an die partiellen Ableitungen von f(x, y) = 3 - Vi +
% . \/F und schreibe dazu die Wurzeln als Potenzen, die dann dem Ableiten
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leichter zugdnglich sind. Es gilt also:

[

3 2
fey)=5-x 45y

W N

Beim Ableiten nach x wird y als Konstante betrachtet, so dafy der zweite Sum-
mand einfach wegféllt. Und die Ableitung des ersten Summanden nach x ergibt
nach der {iblichen Regel fiir das Ableiten von Potenzen:

of 2 3

Auf die gleiche Weise folgt dann:
of 2 3
g(x»)’)—g'i')’ =

Um den Fldcheninhalt zu bestimmen, miissen aber die beiden partiellen Ablei-
tungen quadriert werden. Das ergibt:

Sf : B 5f 2 B
<6x(x, y)) (x, y) = x und ((S)/(x, y)> (x, ) =y.

Aus der allgemeinen Formel fiir den Flicheninhalt folgt dann:

L AN AN
Fliche = //U \/l—i—(&) (x,y)+<5y> (x,y)dx dy
://dl—i—x—}—ydxdy,
U

wobei U = [1, 2] x[1, 2] gilt. Das Doppelintegral muf ich nun auf die altbekannte
Weise berechnen, indem ich die Integrationsgrenzen fiir das duflere und das
innere Integral festlege. In diesem Fall ist das allerdings nicht weiter schwer,
denn U ist ein Rechteck, und ich kann deshalb die x- und die y-Werte jeweils
unabhéngig voneinander ihre gesamte Bandbreite durchlaufen lassen: natiirlich
ist der kleinste vorkommende x-Wert a = 1, und der grofite lautet b = 2. Fiir
irgendein x € [1, 2] ist aber auch jedes y € [1, 2] zulédssig, da U ein rechteckiger
Bereich ist. Daher gilt auch y,(x) = 1 und y,(x) = 2. Das Doppelintegral
berechnet sich also nach der Vorschrift:

//U\/mdxdy:/l2</12\/mdy) dx.

Im inneren Integral wird nach der Variablen y integriert, und das heifit, daf ich
x als Konstante betrachte und nach einer Stammfunktion in y fiir /T +x + y =
(14 x + y)? suche. Man integriert aber Potenzen, indem man den Exponenten
um 1 erh6ht und durch den Exponenten teilt, und da in der Klammer kein
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Vorfaktor bei y steht, heifdt die Stammfunktion

l+x+y): 2 s
dextp? =5 Utx+ )k,
2

wie Sie auch leicht nachpriifen koénnen, indem Sie diese Stammfunktion nach y
ableiten. Daher gilt:

2 Grxl-2.2+x0!
- — . xZ—f. xZ,
T3 3

? 2 :
/ Vidxtydy=2-(1+x+y):
1

denn Sie miissen die Integrationsgrenzen fiir y einsetzen, da die Integrationsva-
riable hier y lautet. Damit habe ich:

//U\/1+x+ydxdy

[([ em0) o

2
/ 2 40l -2. 040} dx
3 3

2 [? 5 3
§~/(3+x)5—(2+x)5 dx.
1

Damit bleibt nur noch ein eindimensionales Integral zur Berechnung iibrig. Auch
hier miissen wieder Potenzen integriert werden, und deshalb gehe ich nach der
gleichen Methode vor wie eben. Es gilt ndmlich:

2
/ G4+xi—Q+x? dx
1

Gt+ni @toif

El El
2 2 1
2 ;2 5|2
= 23 -2 b
5( +x) 5( + x) 1
2 5 52
=~<(3+X)2—(2+x)2 >
5 1
Z%.(S%_4;_(4%_3;))
5
- (55 2 4?+3%))
5
2
:g'(@—Z‘\/E“F\/?)
2
:g.(zsﬁ—2.32+9f3)
A 2.9961.
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Jetzt muf ich nur noch dieses Ergebnis dort einsetzen, wo ich das Doppelintegral
ausgerechnet hatte. Damit folgt:

//U\/l—i-x—i-ydxdy

2
%/ G+x?—Q+x? dx
1

2
=3 -2.9961 = 1.9974.

Der Fliacheninhalt betrdgt also 1.9974 Flacheneinheiten.

14.7 Berechnen Sie die folgenden Kurvenintegrale.

2
(i) [xy dx+ y* dy, wobei y : [0,2] — R* definiert ist durch y(t) = < ;3 >
Y

(if) [ —a® dx+y? dy, wobei y : [0, ] — R? definiert ist durch y(f) = (Zﬁff)
Y

Losung Zur Berechnung von Kurvenintegralen kann man immer nach dem
gleichen Schema vorgehen, das ich hier am Beispiel ebener Kurven erkldre. Ein
Kurvenintegral setzt sich immer aus zwei Bestandteilen zusammen. Ist U C R?
der Definitionsbereich, in dem sich alles abspielt, dann brauchen Sie erstens ein
sogenanntes Vektorfeld, und das ist nichts anderes als eine Funktion f(x, y) mit
zwei Inputs und zwei Outputs, also eine Funktion f : U — R?. Und zweitens
brauchen Sie eine Kurve vy, die ganz in U liegt, wobei man eine Kurve in der

Regel durch eine Funktion v : [a, b] — R? beschreibt, also y(t) = (;8 ) fiir
x(1)

() im Definitionsbereich U des
Vektorfeldes f liegen, kann man sie auch als Input fiir f verwenden, und es
macht Sinn, so etwas wie f(x(f), y(t)) = f(y(t)) zu schreiben. Nun ist aber f

ein Vektorfeld, hat also zwei Outputkomponenten f,(x, y) und f,(x, y), weshalb
gilt:

alle t € [a, b]. Da dann alle Kurvenpunkte (

fx@®), y(@®) = (f1(x(®), y(1), f2(x(t), y(¢))) fiir alle ¢ € [a, b].

Damit habe ich schon fast alles, was ich zur Berechnung eines Kurvenintegrals
brauche, bis auf die Ableitung von y. Man setzt ndmlich voraus, dafl die Kom-
ponenten x(¢) und y(t) der Kurve y nach der Variablen ¢ differenziert werden
kénnen und nennt in diesem Fall y eine differenzierbare Kurve. Dann ist das
Kurvenintegral definiert durch

/f(x, ydx, y) = /fl(x, y)dx+ fao(x, y) dy
Y Y

b
= / fix(@®), y(@) - X' () + f2(x(1), y() - ¥ (¢) dt,
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und man nennt es das Kurvenintegral des Vektorfeldes f entlang der Kurve 7.
Um das Kurvenintegral auszurechnen, mufi ich also die Kurve selbst in die Kom-
ponenten des Vektorfeldes einsetzen, dann noch diese Komponenten mit den
jeweiligen Ableitungen der Komponenten von y multiplizieren und schliefllich
das Ganze nach t integrieren.

2
(i) Nun ist y : [0,2] — R? definiert durch y(t) = (; ), und ich soll das
Kurvenintegral [xy dx + y* dy berechnen. Das Vektorfeld heiflt also

Y
f(x,y)z(’;i).

Im ersten Schritt setze ich in dieses Vektorfeld die Komponenten der Kurve
v ein, ersetze also x durch x(#) = * und y durch y(t) = #’. Dann gilt:

_(xyn)y\ _ (-2 (P
o), y1) = ( P ) = < e ) =)
Weiterhin ist
x'(t) = 2t und y'(t) = 3t°.
Die erste Komponente von f(x(t), y(t)) wird jetzt multipliziert mit der Ab-
leitung x'(¢), wihrend die zweite Komponente von f(x(t), y(t)) multipliziert
wird mit y'(¢). Addition der beiden Produkte ergibt dann:
.2t + 10 3¢7 = 215 4 3¢5,

Und diesen Ausdruck muf3 ich zwischen 0 und 2 nach ¢ integrieren, um das
Kurvenintegral zu erhalten. Insgesamt ergibt sich also:

Y

2
/xydx+y2 dy = /t5~2t—i—t6o3t2 dt
0
2
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» (1,2
773

17 4352
=256 — = ——.
21 21
(ii) Auf die gleiche Weise berechne ich das Kurvenintegral [ —x*dx + y*dy,

¥

cost ) . Das Vektorfeld

wobei y : [0, 7] — R? definiert ist durch y(1) = ( sint

heifdt hier
)
f(x,y)=< ;; )

Im ersten Schritt setze ich wieder in das Vektorfeld die Komponenten der
Kurve vy ein, ersetze also x durch x(t) = cost und y durch y(t) = sint.

Dann gilt:
[ —x*) )\ _ [ —cos*t
sam.o= (30 ) = (e )

Weiterhin haben wir die Ableitungen
x'(t) = —sint und y'(t) = cost.

Die erste Komponente von f(x(t), y(¢#)) muf$ ich mit der Ableitung x'(¢) mul-
tiplizieren, wiahrend die zweite Komponente von f(x(t), y(¢t)) multipliziert
wird mit y'(¢). Addition der beiden Produkte ergibt dann den Ausdruck:

—cos’t-(—sint) +sin’t-cost = cos’t - sint + sin ¢ - cos £.

Diesen Ausdruck werde ich jetzt zwischen 0 und 7 nach t integrieren, um
das Kurvenintegral herauszubekommen, denn es gilt:

o
/—x2 dx+ y* dy = /—coszt~(—sint)+sin2t-costdt
Y 0
o
= /coszt~sint+sin2t~costdt.
0

Dieses eindimensionale Integral kann man am besten dadurch ausrechnen,
dafl man seine Summanden einzeln integriert, da beide Summanden sich mit
Hilfe der Substitutionsregel erledigen lassen. Fiir das Integral [ cos®tsint dt
setze ich g(t) = cost. Dann ist (g(¢))? = cos® t und vor allem g'(f) = —sint.
Das pafit zwar nicht ganz zu dem gesuchten Integral, aber doch fast, denn
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ich brauche nur das falsche Vorzeichen auszugleichen. Damit gilt:

/cos2 tsint dt = —/— sintcos’t dt = —/g’(t)(g(t))2 dt.

Nach der Substitutionsregel darf ich g’(t)dt durch dg ersetzen und erhalte
somit:

/cosztsint dt = —/—sintcoszt dt = —/g’(t)(g(t))2 dt

3 3
= [ Pde—_& _ _Cost
- /g @=-3=""5"

Mit der gleichen Methode erledige ich das Integral [ sin®t- cost dt, wobei
ich hier g(¢) = sint setze. Dann ist g'(f) = cost, und das Integral lautet:

/sin2 t-cost dt = /(g(l‘))2 - g'(t) dt.

Wieder ersetze ich nach der Substitutionsregel g'(¢t)dt durch dg und finde:

3 sin’t

/sinzt-costdt:/(g(t))2~g’(t) dt:/g2 dg:%z 3

Jetzt ist das Kurvenintegral leicht auszurechnen, denn die einzelnen Stamm-
funktionen habe ich bestimmt, und alles was noch fehlt ist das Einsetzen der
Integrationsgrenzen. Es gilt also:

/—x2 dx+y*dy = /—coszt-(—sint)+sin2t-costdt

Y 0
T

= /coszt-sint+sin2t~cost dt

0

_cos’t  sin’t]”
3 3,
B cos37r+sin37r ( 1+0)
3 3 3
(-1> 1 2
3 373
wobei ich unterwegs benutzt habe, dafy sin0 = sinm = 0 und cos0 =
1, cosm = —1 gilt. Insgesamt habe ich also herausgefunden:

/—xz dx + y* dy:%.

Y



Mehrdimensionale Integralrechnung 405

14.8 Man definiere f : R? — R? durch
X392
fx,y) = ( é}/ )
2

Zeigen Sie, dafl f ein Potentialfeld ist, und berechnen Sie das Kurvenintegral

x4
/x3y2 dx—i—?y dy,

¥

wobei 7y eine beliebige Kurve mit dem Anfangspunkt (0, 0) und dem Endpunkt
(1, 1) ist.

Losung Kurvenintegrale lassen sich besonders einfach ausrechnen, wenn das
zugrundeliegende Vektorfeld ein sogenanntes Potentialfeld ist. Ist U C R? eine
offene und konvexe Menge und f : U — R? ein Vektorfeld mit den beiden
Komponenten f;(x, y) und f,(x, y), dann nennt man f ein Potentialfeld, wenn
es eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ¢ : U — R gibt, so daf

i) o)
;f(x, y) = fi(x. y) und £<x, y) = falx, y).

Die Funktion ¢ ist dann also so etwas wie eine zweidimensionale Stammfunktion
von f, die man als Potentialfunktion oder auch nur als Potential von f bezeich-
net. Der Vorteil solcher Potentialfelder liegt darin, daff man ihre Kurvenintegrale
ohne nennenswerten Aufwand bestimmen kann. Ist ndmlich vy irgendeine Kurve
in U mit dem Anfangspunkt (a;, a;) € U und dem Endpunkt (b;, b,) € U, dann
gilt:

/ F1x ) dx + fa(x ) dy = o(bs, by) — @(ay, ay).
Y

Das Kurvenintegral ist also unabhidngig vom Kurvenverlauf und hangt nur vom
Anfangs- und vom Endpunkt der Kurve ab: Sie miissen nur den Endpunkt und
den Anfangspunkt der Kurve in die Potentialfunktion einsetzen und dann die
beiden errechneten Werte voneinander abziehen, genau wie Sie es bei eindimen-
sionalen Stammfunktionen gewohnt sind. Die Frage ist nur, wie man feststellt,
daf3 ein gegebenes Vektorfeld tatsdchlich ein Potentialfeld ist. Das ist aber gar
nicht so schwer, denn fiir Felder in offenen und konvexen Teilmengen U C R?
gibt es ein einfaches Kriterium: ein Vektorfeld f : U — R? ist genau dann ein
Potentialfeld, wenn es die Gleichung

ofs
oy

_ 5

(x»}’)—g

(x, )
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fiir alle (x, y) € U erfiillt. Das macht den Test einfach. Ich mufl nur f; nach y und
dann f, nach x ableiten, und wenn in beiden Fillen das Gleiche herauskommt,
ist f ein Potentialfeld.

Nun geht es um das Vektorfeld

B x3y2)
f(xv}’)—(x;y )

und ich will nachweisen, daf es ein Potentialfeld ist. Mir steht aber das beschrie-
bene Testverfahren fiir Potentialfelder zur Verfiigung, das ich jetzt anwende. Hier
ist f1(x, y) = x*y* und f1(x, y) = X y. Damit wird:

Sfl 3 6f2 X3 3
- =2 —== =4.-—y=2"y.
5y (x, ) x”y und ox (x, ) > y xy

Die beiden Ableitungen sind also tatsdchlich gleich, und da die Menge U = R?
sicher offen und konvex ist, liegt mit dem Vektorfeld f ein Potentialfeld vor.
Folglich gibt es eine Funktion ¢ : R — R mit der Eigenschaft:

4

o 3 o X
g(x, y) =x"y° und @(x, y) = 5

Die Ableitung von ¢ nach x mufd also x* y* ergeben, und daher brauche ich eine
Stammfunktion von x’y* nach der Variablen x. Die ist aber mit % y? schnell
gefunden, und ich mufl nur noch testen, ob die Funktion ¢(x, y) = ix“ y2

wirklich beide Ableitungsbedingungen erfiillt. Es gilt aber:

4

=X
Y=

op 1 3.2 3.2 op 1 4
—_— = —.4 = —_— = —-.2
6x(x,y) 1 X7y x”y~ und Sy(x,y) 1 X

und damit erfiillt ¢ die Bedingungen fiir eine Potentialfunktion des Vektorfeldes
f.

Die Berechnung eines Kurvenintegrals ist jetzt ausgesprochen einfach. Sobald
Sie den Anfangspunkt und den Endpunkt einer Kurve y kennen, brauchen Sie
diese beiden Punkte nur noch in die Potentialfunktion einzusetzen und die Werte
voneinander abzuziehen. Fiir eine Kurve y mit dem Anfangspunkt (0,0) und
dem Endpunkt (1, 1) folgt daraus:

4
1
/x3y2 dx + %y dy = ¢(1,1) = ¢(0,0) = .
Y
Damit bin ich am Ende der Ubungsbeispiele angelangt und kann mich nur

noch von Thnen verabschieden mit der Hoffnung, daf} Sie beim Lesen erstens ein
wenig Mathematik gelernt und sich zweitens nicht allzu sehr gelangweilt haben.
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